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这 跑 分 析 是 在 本 世纪 代数 学 多 方面 发 展 的 基础 上 成 长 起 来 
的 。 在 本 世纪 30 年 代 末 ,I，M.，Gelfand 进一步 综合 了 代数 学 与 
Banach 空间 的 - - 般 理 论 , 以 此 来 外 理 经 典 分 析 中 的 许多 问题 ， 创 
造 了 一 个 新 的 方向 Banach 代数 的 理论 , 它 汲 谷 为 省 函 分 析 的 
最 大 成 就 之 一 ， 

本 来 经 典 分 析 中 早已 提供 了 Banach 代数 的 例子 ， 即 分 析 学 
中 出 现 许 多 带 有 乘法 构造 的 Banach 空间 (函数 空间 7?， 并 且 尼 法 
是 连续 的 。 尽 管 这 些 例 子 担 供 了 Banach 代数 理论 的 彰 景 ， 但 它 
的 诞生 粕 对 来 说 还 是 比较 迟 和 的， 其 原因 蚌 没有 找到 合 和 返 的 代数 工 
其 ， . 

在 Gelfand 之 前 ， 已 有 人 研究 带 有 乘 东 构造 的 Banach 空 
间 。 然 而 Gelfand 系统 地 把 代数 的 理想 理论 与 Gelfand-Mazur 
定理 缚 人 台 起 来 ,从 而 奖 定 了 Banach 传 数 一 般 理论 的 基础 ， 

40 年 代 以 来 ，Banach 代数 理论 得 卯 了 还 猛 的 和 发展。 它 的 定 
广 简 单 而 自然 ,但 应 用 最 为 广东 ,并 且 与 近代 数学 的 许多 领域 都 有 
联系 。 它 不 仅 是 分 析 学 的 重要 工具 ， 而 且 其 本 身 也 是 重要 的 研究 
领域 .简单 地 说 , Banach 代数 理论 发 展 沿 着 的 两 条 主线 ,分 别 表示 
了 分 析 与 代数 的 影响 。 分 析 的 重点 在 于 对 特殊 的 Banach 代数 进 
行 研究 ,推广 函数 理论 及 调和 分 析 中 有 关 部 分 至 更 一 般 的 Banach 
代数 ; 而 代数 的 重点 自然 在 于 构造 论 的 各 个 方面 。 这 里 的 代数 是 
不 如 有 限 性 要 求 的 ,因此 也 可 以 说 为 代数 学 提供 了 新 的 工具 ， 

本 书 共 分 六 章 ， 第 一 章 投 述 Banach 代数 的 一 般 理 论 ; 第 二 
章 主 要 是 交换 Banach 代数 的 Gelfand 理论 ;第 五 章 研 究 带 有 炒 
运算 的 Banach 代数 ， 这 三 童 基本 上 构 括 了 Banach 代数 理论 的 
主 和 部 分 。 在 本 书 中 强调 了 与 其 他 数学 领域 之 间 的 联系 ， 第 三 章 


1 
BE 


阁 述 区 搞 Banach 代数 理论 与 多 个 复 变 量 的 水 数理 论 之 间 的 一 些 
联系 ;第 四 章 把 拓扑 天 理论 推广 到 一 般 Banach 代数 的 精 形 , 赣 免 
问 量 从 的 方法 而 得 淹 拓 扑 下 理论 ( 复 情 形 ) 的 主要 结果 ; 第 六 合用 
Banach 代数 的 方法 ,处 理 局 部 紧 群 上 的 调和 分 析 ,特别 给 Pontry- 
agin 对 得 性 定理 以 简单 的 分 析 证 明 ， 
数 , 线 性 空间 等 都 是 指 在 复数 域 上 的 ， 

本 书 的 形成 过 程 是 比较 长 的 。1983 年 , 作者 在 北京 大 学 数学 
矢 开 设 了 研究 生 的 专门 课程 ， 讲 述 了 其 中 部 分 内 容 ; 1984 一 1985 
年 ， 在 中 国 科 学 技术 大 学 数学 系 开 设 了 泛 函 分 析 课 程 ， 对 于 Ba- 
nach 代数 理论 有 重点 地 进行 了 介绍 ; 1985 年 夏 , 在 宁国 科学 院 数 
学 研究 所 举办 了 时 期 讲习 班 ,并 热 写 了 Banach 代数 的 讲义 ,基本 
上 就 是 本 书 第 一 ,二 ,三 ,五 章 的 内 容 ; 1987 年 夏 , 又 在 中 国 科学 院 
数学 研究 所 举办 了 天理 论 讲习 班 ， 第 四 章 的 内 容 就 是 其 中 的 一 部 
分 。 

阅读 本 书 并 不 需要 许多 的 准备 知识 ， 有 初步 的 泛 国 分 析 知 识 
到 可 ， 第 三 .四 章 虽 然 答 及 其 他 领 奔 ,但 本 书 尽 可 能 地 做 到 了 和 宵 给 
自足 。 对 于 第 六 章 ,需要 读 浇 具备 一 般 的 积分 与 测 必 理论 的 知识 ， 
作者 希望 ,本 书 能 够 成 为 研究 生 的 教科 之 一 ， 

本 节 的 写作 ， 曾 得 到 复旦 大 学 数学 系 严 绍 宗教 授与 北京 大 学 
数学 系 张 燕 庆 教 授 的 就 励 与 支持 ， 在 此 谨 表 谢意 、 在 本 蔬 的 校 戎 
过 程 中 ,得 到 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 江 心 晖 同志 的 大 力 帮 助 ,这 里 

本 书 难 免 有 缺陷 及 不 足 之 处 , 获 请 读者 指正 ， 

作 者 
1991 年 4 月 于 北京 
中 国 科 学 院 数学 研究 所 
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第 一 章 ”Banach 代数 的 一 般 概念 


本 章 将 简要 地 研究 Banach 代数 的 一 般 理 论 , 给 出 它 的 
核心 部 分 ， 因 些 ， 我 们 并 不 追求 过 多 的 概念 与 结果 的 引 人 . $1 
给 出 Banach 代数 自然 而 简单 的 定 尽 ; $ 2 研究 谱 ， 最 重要 的 结 
票 是 定理 1.2.7 指出 元 素 的 谱 集 是 非 空 紧 的 ,并 且 谱 的 航 大 模 就 是 
谱 半 径 ; 53 研究 可 着 元 群 及 其 连接 单位 元 的 主 分 重 ， 并 给 出 主 
分 量 中 元 素 的 一 - 般 形式 ;$ 4 首先 给 出 一 般 代 数 Jacobson 根基 ， 
然后 考察 Banach 代数 情形 时 的 进一步 性 质 ;$6 定 义 Banach 代 
数 中 元 到 的 函数 ， 指 出 谱 猴 申 性 质 及 复合 定理 等 ; $7 是 重要 的 
Gelfand-Mazur 定理 , 它 将 在 交换 理论 中 起 决定 性 的 作用 ;$8 研 
究 实 情形 (已 经 在 引言 中 说 明 ,本 书 在 不 作 特别 说 明 的 部 分 ， 均 在 
复数 域 上 进行 工作 ); $93 是 较 晚 才 出 现 前 重要 的 Johnson 定理 ， 
指 辐 半 单 和 环 代数 上 Banach 代数 范 数 在 等 价 总 义 下 是 唯一 的 ; 
$ 10 讨论 与 单位 元 起 相似 作 昨 的 站 近 单位 元 ,以 及 元 素 的 因子 分 
解 。 


$1. 定义 与 例子 


设 A 是 Banach 空间 ， 则 时 是 代数 《 即 在 4 中 定义 有 乘 靶 运 
算 , 它 满足 结 台 律 ， 并 与 铸 性 运算 满足 分 配 律 等 )。 如 和 乘法 与 4 
中 的 (由 范 数 产生 的 ) 拓 扑 没 有 关系 ,研究 将 很 淮 深 入 下 去 ， 因 此 ， 
我 们 至 少 要 求 习 巷 对 每 个 变量 是 连续 的 ,换言之 ,假定 对 任意 固定 
的 ed， 

->g- 及 ->"a 

是 4 中 的 连续 (线性 ) 映 象 

对 每 个 eeE4， 定 多 LA 一 A Lb 一 ab，VbE A， 依 上 


"1 


所 的 想 定 ， 克 。 是 4 中 的 连 怒 线性 算 子 。 我 们 说 对 任意 国定 的 
bE A, 
suptlL5lla e lal < 1 < oo。 
否则 ， 将 有 由 < 1， 而 Yosbl 一 os5 > nV 
于 是 ， 
| 


但 一 4， 这 与 连续 镍 的 租 定 相 予 盾 。 


今 依 一 致 涌 托 定 理 ， 
suptlL lila EE A, es 全 1 一 天王 co， 

从 而 ,as 所 Kia * jel, Va,b ed. 

如果 降 予 4 以 等 价 的 新 范 数 外 上 小 一 天 | 中 ， 则 将 有 ||aB 针 专 
| 全。 va,s € A. 

因此 ,我 们 一 般 弛 秆 如 下 的 定义 ， 

定居 111 4 称 为 Banach 代数 , 指 它 是 Banach 空间 ,其 中 

eB < Pell» 8, Ya,b eA, 

好 中 的 元 素 es 上 《有 时 也 记 人 1, 但 需 注 意 它 与 数值 1 的 区 别 ) 

称 汐 单位 元 ， 指 


生 |> 1 Ym， 
好 


fm 

显然 , 4 如 果 有 单位 元 , 则 它 是 玲 一 的 。 

命题 1.1.2 没 4 是 Banach 代数 , 则 《4+C) 依 自 然 的 溢 法 
可 以 成 为 有 单位 元 的 Banach 代数 ， 并 百 保 持 4 中 的 波 数 不 变 。 

事实 上 ， 内 须 令 la 十 加 二 上 二 12， Vat 4，XiECQ 剧 
可 ， 

注 《4A 十 CY 上 并 丘 芝 求 的 范 数 未 攻 只 -一 ， 姐 客 们 都 是 担 互 
等 价 的 ， 

定理 1.1.3 设 4 是 有 单位 元 e 的 Banach 代数 , 并且 1el|>> 
1!《 这 样 的 Banach 代 汝 称 为 单位 的 为 划 <。 是 4 的 单位 球 


n 立时 


SS— late iial 和 1} 
《 它 当 然 是 凸 了 于 党) 的 疹 上 所。 

证 ”余人 和 候 定 ， 野 兄 对 任意 的 a€ 4, 有 |all 一 Li。 并 量 

一 上 和， 这 里 也 闻 :At > 4*， 

(LF)CEY = jad), voEA, jE Ad*. 

今 设 ec4， 使 得 | 十 el 委 1， 寺 是， 
:LL 和 1， 

这 里 L* 是 A* 中 的 恒 等 滤 子 。 对 作 意 的 1 E A*， 邻 

有 一 《二 ex 十 Lf, fi— (LL? — Lf, 
天 时 着 失 才 天， 一 1)2， 及 2 一 天 十 天 当 了 是 4* 的 单位 球 
的 请 点 时 ,将 有 了 一 一 六 :下 此 和 一 0 人 恢 Krein-Milmann 
定理 用 4* 的 单位 球 的 弱 米 紧 性 ，A* 的 单位 球 等 于 其 站 总 全 体 
的 弱 米 凸 闭 色 ，。 吃 此 可 网，L# 一 0 一 个 。 

时 一 段 的 沦 证 说 明 : ”车 a€ 4A4， 满足 le 土 oj| 所 1， 则 必 有 
4 一 0。 今 若 

< 一 旨 十 81 一 的 FF 有 1 之 1 0 过 1 所 1/2， 

令 

一 ci 上 一 2 十 人 1 一 285， 6 一 上 一 并 ， 
-由 

ie— a = leital= [el 1, 
因此 , a 一 0,，# 一 靖 一 cc 从 而 ,ee 是 ?的 端点 ， 证 毕 ， 

注 ”本 定理 属于 Kakutani。 如 果 4 是 zs 代数 ，5 有 端点 ， 
风 寻 必 有 单位 元 ， 但 对 于 一 般 的 Banach 传 狐 :这 未 必 成 立 (用 
[51]). 

个 面 举 山 几 个 Banach 代数 的 例子 ， 

例 1 设 和 二 Banach 空间 ，B(X》 表示 < 饼 中 有 界线 性 算 子 
的 金 任 ， 依 算 半 的 范 数 。8( 光 ) 自然 地 成 为 有 单位 元 的 Banach 
人 娄 。 

例 2 设 8 是 紧 Hausdorff 空间 ，C(98) 表示 号 上 复 信 人 话 续 
聊 娄 的 全 体 ， 依 极 太 标的 范 数 ，C( 如 ) 和 户 然 上 屯 成 为 有 单位 隐 的 交 


和 


找 Banach 代 煞 。 

例 3 设 A4CD) 为 在 开 单位 圆 卫 中 解析 ,并且 在 闭 单 位 图 D 
上 连续 的 水 数 全 体 ， 依 极 大 模 的 范 数 ，ALD》 是 有 和 单位 元 的 交换 
Banach 代数 , 称 之 为 Disk 代 烙 。 

例 4 设 了 是 单位 圆周 ,了 上 的 Hardy 空间 定义 为 

HHTY 一 {i c cn) frereyernedB — 0, Vn > o}. 
这 里 工 民 了 7 中 的 测度 是 Lebesgue 测度 , 1 所 了 护 009。 可 以 证 明 

HTC -CHIACTIT.-: CHAT), 

以 及 对 于 1 所 p 三，HMTD) 是 {ew 空 0} 在 LT) 中 张 
成 的 线 伺 闭 子 空间 ; 对 于 p= 00, 扫 《T) 是 12 之 0 在 
LT) 中 张 成 的 线性 弱 米 闭 子 空间 (注意 ;, LT)* 一 LCT)). 

甘于 它们 进一步 的 性 碳 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参 刹 [24]。 

现在 ,我 们 来 指出 ，H 《TT)》 对 于 疗 数 的 莱 法 是 封闭 的 ， 

首先 注意 这 样 的 事实 , 设 pe LCT)，M4 表示 LAT) 中 乘 
以 申 的 算 子 , 则 当 且 妈 当 Me DC 下 CT) gq €H CT). 

事实 上 ， 如 果 MeEKTDCHRIT)， 由 于 1€HXT),， 因 性 ， 
Mol 2 p ETT), 又 FpELATY， 所 忆 ，p EH《T)。 反之 ,如 
朱 EH 《TY， 则 | 

mes EDT), Ya 0, 

因此 ，M ofe'min 写 0}CHXATY， 即 得 MTICHICTY。 

今 若 ,EH《T)， 依 上 加 所 证 明 的 事实 ， 

MoHRT) 一 MoeCMoHET DOHAT)., 

Xp EL (CT), 因此 , p$ EH (CT). 

由 此 可 知 , 依 本 质 上 界 ( 关 于 Lebesgue 测度 ) 的 范 煞 ， 六 “CT 
是 有 单位 元 的 交换 Banach 代数。 

例 3 Wiener 环 


WW 一 {fC Lt > me ers < co ， 《0 2x), 
+ 捷 王 EE 
如 死 为 缀 对 收 襄 的 三 角 级 数 全 体 。 恢 


外 了 别 


I 二 今 ， je 9 
i 
WW 是 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 。 
显然 , 玉 等 距 同 构 于 KZ)， 这 里 必 Z) 中 的 乘法 定义 为 
(ecD (20 — (Bap.). 
有 4 攻守 
例 6 在 LKR) 中 以 卷 积 为 乘法 
(来 DCD 一 人 fels — Da， 
则 LXCR》 是 交换 的 Banach 代数 (注意 Fubini 定理 ), 但 它 没有 
单位 元 。 


更 一 般 地 , 说 她 是 局 部 紧 的 拓扑 群 , 关 是 如 上 上 左 个 变 的 Haar 
测度 ,在 LMG) 一 工人 CA 中 以 着 积 为 张 法 


Gk ~ | HTN dl), 
则 CG》 是 Banach 代数 , 它 称 为 6@ 的 群 代数 
例 7 设 ? 是 半 群 ,ef。) 是 3 下 的 正 值 函数 ,并 满足 
| est ots)ott), Vr,t Es, 
记 ms 为 $$ 上 满足 下 面条 件 的 复 值 纳 数 f 的 全 体 ， 
> Da) < Do。 
+ 是 
依 卷 积 ， 


f(atw) 
Cf*g) Cs) = 多 


0 如 一 :无 解 
汶 张 积 , 及 |‖ 川 一 并 25,a) 将 成 为 Banach 代 
| 
数 ， 
当 和 = 1， 记 ns) 本 (3,1», 称 汐 5 的 离散 半 群 代数 . 
让 


42. 谱 与 谱 半 人 径 


设 4 是 Banach 代数 
定义 12.1 对 *E4 称 vt{x) 一 in 人 lx 为 *+ 的 谱 半 径 ， 
命题 12.2 v(x) 一 lim 用 sz， 
证 泡 妨 设 x 关 0。 对 尾 次 的 6 六 0， 选 宏 下 整数 m, 使 得 
ze < vw) 十 s， 
任意 的 正 整数 # 可 唯一 地 写作 n= 二 pm 十 4， 这 上 电 49 志 4 所 物 一 


EL 


Ed ce Ed . x < Ed Es , xl 


vr) 十 eye™ "| > v(x) -+ 6， 
Bp Em lx" J” yw) 十 8。 民 一 方面 ,上 "全 这 v(x)，Wrn， 从 作 ， 
px) SE tim | 和 < Bim lx < vw) 十 8, 


s 六 人 0 是 任意 的 ,因此 得 证 . 
命题 .2.3 plex)= [elvCx), vrt)— ve)t, vOry) = vy), 
Yrx,y€ 4，u EC 及 正 整 数 怀 
事实 上 ,内 须 注意 
xy ol < jxlle = yx) Hs » yl ms, Ws, 
印 可 得 证 。 
命题 1.24 设 xy 一 yx， 则 
DRY EE px), pr) vy), 
证 ”第 一 个 不 等 式 由 xY 一 y* 是 显然 的 . 
今 联 a 之 p(w}; 这 ply), 令 aa 一 zfa 6b: 一 yjB， 于 是 


>, cixty"™™ + | 


t= 


Cx + 7)*|| = 


< 7 chaipr-tlatl + "4 


点 葡 自 
对 每 个 #， 选 #f,# ,使 得 zn 一 #x 十 下， 并且 
a* ll * 有 一 max, la) * |5" *]|, 

从而， 

Hx 十 ys Cot BYlaw NY ，|5 C1) 
选 子 列 {ws。}， 使 得 5 一 lim na nm 存在 自然 0 志 5 守 1， 上 友 
limnais” = 1 — 8, 

如 果 # 关 0， 则 zi 一 0、 从 而 
litn Narmlem 一 vo) — (7) 1, 
末 


如 果 5 一 0， 则 Hamlerli'ro < limlalr*w*w 一 1。 无 论 何 种 情 
形 ,我 们 都 有 


tim aejwm 1 Limb "mle < 1 


因此 依 (1)，r(x 十 ys 窑 上 十 有 。 进 而 
#9) vn) 十 20)。 
命题 1.2.5 设 4 有 单位 元 e， 及 EA. 
《1 如 果 141 汪 zta),， 则 (4 一 4e) 在 A 中 有 逆 , 并 且 


(a— Xe)!— 一 (2 十 bp te ). 


等 式 右边 的 级 数 依 范 数 绝 对 收 化 ; 
(2) 如果 ve 一 9) 三 1， 则 8 有 谤 ,并 且 可 表示 成 依 范 数 绝 
对 路 证 的 级 数 


2 1 一 ec 十 Se 一 cy 


关上 


(3) 如 果 《e 一 hoe) 有 逆 # 当 


1 
va— he) ') 
了 时, (a 一 4e) 也 有 道 , 并 县 可 表示 成 依 范 数 绝对 收 敏 的 级 数 


[4 一 Lol 


Ca— ey) — 3 CE 


证 (1) 取 5 之 0, 使 往 47vCe) 十 6) 之 1。 充分 大 ,有 
fa"| 所 (yCa) -8)*， 从 而 


1 一 jos|| < (全 :), 


因此 ,级 数 ( 已 47"1o*) 依 范 数 绝对 收 丝 .进而 可 直接 验 证 《o 一 


4e)， 的 表达 式 ， 

(2) 是 (1) 的 特例 。(3) 的 证 明 与 《1 相仿 。 证 毕 . 

定义 1.2.6 设 4 是 有 单位 元 < 的 Banach 代数 ，oe4， 称 

ale) 一 {46ClCa 一 40) 在 4 中 无 逆 } 

为 和 的 谱 洁 ， 

定理 127 设 4 是 有 单位 元 < 的 Banach 代数 ,， at€ 4。 

C1) Cota)》 是 包含 {4 €C114| > vfa)} 的 开 子 集 , 并 且 
Ca 一 ie)!， 是 ( 取 值 于 4 的 ) (Cota2)》 中 鸭 解析 区 数 (参见 本 机 
附录 2》; 

(2) ota) 其 CC 的 非 空 有 和 前 困 子 集 ,并 且 

va) 一 Iaxflzl acegeyl。 

证 《1) 由 命题 1.2.5 立 见 。 

C2) 车 afg 一 中 则 (一 1) 是 CC 上 的 解析 函数 , 于 
是 


| -一 2 一 0， 


这 里 了 是 凡 0 为 中 心 充分 大 的 圆周 。 另 一 方面 ， 依 命题 1.2.5 的 
(127， 这 个 积分 应 当 是 一 2rie。 了 矛盾 ， 因 此 ，cefke) 是 C 的 非 空 
紧 子 集 。 


* 下 量 


此 外 ,如 果 对 某 e 之 0， 有 14| 过 vo) 一 6。，YViE ola), 取 
是 雇 0 为 中 心 、 CyCa) 一 5) 为 半径 的 圆周 ， 了 是 取 0 为 中 心 ， 
《二 时 十 E) 为 半径 的 圆周 ,由 命题 1.2.5 的 (1), 对 和 任意 的 # 有 

> | 一 te) rd 一 二 : | 一 edt 一 ea， 


因此 ,ile"li 所 Cv(0) 一 5 maxi(a 一 2) ,于 是 得 到 v2(9) 专 


兴 9) 一 ， 这 不 可 能 ,所 以 
ve) — max{|4l] i Ecola)}. 

注 ” 本 定理 是 Banach 代数 理论 的 最 重要 结果 之 一 ， 它 首先 
由 太 ，Beurling 对 特殊 类 型 的 Banach 代数 所 证 明 , 一 般 情 形 为 
I M. Gelfand 用 隙 数论 方法 给 出 《[18])， 这 里 的 基本 证 明 属 于 
©, E. Rickart (Cf47]). 

命题 1.2.8 设 4 是 有 单位 元 ee 的 Banach 代数 ,a€ A,U 是 
C 的 开 子 集 , 使 得 oCa}CU， 则 有 5 > 0， 使 得 对 任意 的 &€ 4， 
只 要 | 一 a 二 8, 就 有 olC8YCU, 

证 ” 依 命 题 1.2.7 的 (1), maxll(a 一 4 省 一 下 < co， 取 56> 


0、 使 得 5K 之 1. 今 若 上 有一 如 <3 及 1 攻克， 
六 一 2 一 (aa 一 02 十 (一 杂 一 《ae 一 42)[e 
二 (ae— te) 6 — a)] 
但 la 一 Xe) 5 一 a) 首 之 5K 之 1， 因 比 ，4&ol6)， 证 毕 , 
命 囊 1.2.9 没 4 是 有 单位 元 < 的 Banach 代数 ，pC，) 是 多 
项 式 , 出 对 于 任意 的 gE 4， 有 
plo)) = phat a)). 
证 设 ?02 一 4 一 Pz 一 00) (2 一 ox)，8 0， 于 是 ， 
拟人- de 一 Ba 一 ae]- fa 一 cit)。 从而 
41€0(P(4)) 寺 访 对 某 i，(6 一 mice) 无 道 
二 对 基 f，ci 《qle) 《注意 ai 的 定义 ) 
4 phe) mm Eo(a), 


证 项 二 


如 说 明 ，o(p(e)) 一 Kota)). 证 毕 , 

下 面 ,我 们 来 研究 这 样 的 间 题 ,如 采 4 是 有 单位 元 的 Bana 
ch 代数 ，B 是 4 的 包含 。 的 闭 子 代数 ,5€B8, 那 末 cai 与 
cf 一 dB 之 闻 有 什么 关系 ? 

命题 1.2.10 ”4,8,6 如 上 , 则 

ob Costb), Bob CTC ots), 

这 里 对 4 的 任意 子 集 EE， 记 88 为 E 的 进 窜 . 

证 ”显然 有 0(5)Cos(t4)， 今 若 1E Bos(8)， 将 有 hs op 
(5) 一 4。 这 时 如 时 4 护 gl5)， 记 

da C= pA, coo—= dd 1, 


量 然 ，c。 司 e。H 充 分 大 ,可 设 les 一 el 之 1/2。 于 是 
Dj (eC— oy 
二 届 


le— ea l= lstes — eo < 2 — ej — 0, 
所 忆 ,ar 一 e) 但 6 了 一 (5 一 2 6E 吾 ， 因 
比 ，(6 一 4e) i'E B，。 这 与 4€ Bop(5)Cosl6) 相 了 矛盾 ， 因此 ， 
1 EatBb)，。 男 一 方面 ，4.& ost65)， 也 有 14, oC5)， Ya， 所 以 ， 
46E Docd)。 证 举 ， 

命题 1.2.11 4 了 5 如 前 ,如 果 B 是 极 太 交换 的 ,或 者 (8 一 
Le) EB, VAaSolb), RM opCh) = gol). 

证 ”对 于 后 一 情形 ,结论 是 显然 的 . 今 若 B8 极 大 交换，e & 8B， 
于 是 8e 一 必 ， 进 而 ，(B 一 4e) lc eB 一 14e) 1 Vio(b). 
< 是 任意 的 ， 及 8B 是 极 大 交换 的 ,因此 ,， (6 一 4e) IE BRB， ViKo 
《52。 这 及 化 归 为 后 一 情形 ， 证 毕 ， 

定理 1.2.12 设 4 是 有 单位 元 < 的 Banach 代数 ，ac 4， 则 
对 于 有 4 的 包含 teye 的 任意 闭 子 代数 8B， 有 osla) 一 ola), 必 
须 且 只 人 须 ，ota) 不 分 制 复 平 而 , 换 闪 之,，《C\o(e)) 是 连通 的 2. 

1 拓扑 空间 称 为 壕 通 的 。 指 它 不 能 宕 示 成 两 个 相互 不 相交 的 姬 闭 丸 于 子 舍 的 关 ， 

折 扑 空间 故 乏 为 广 上 用 巡 通 的 : 指 对 于 任何 的 +,y 6 XX，。 存 站 [0;1] 到 并 的 六 续 吏 


加 使 得 起 提 一 罗 累 1 一 道路 连通 的 区 然 是 韦 通 的 ， 但 皮 之 未 必 l. 
对 丁 复 半 面 的 开 子 集 ; 这 贰 个 服 念 号 一 些 的 ， 


< 一 2， 


js = 


+ 0 * 


下 “充分 性 设 有 4 的 于 子 伐 数 B，{a,，e}CB， 使 得 a 
EA 取 1 ErstaN\ota), 依 命 题 1.2-10， 4 Oost oa), 由 
此 ;2& 是 rite 的 内 点 。 由 于 cfe) 不 分 着 复 平 面 , 可 以 引 一 条 从 
4 到 co 的 曲线 Y， 使 得 YN g(a) 一 由。 另 一 方 刹 ,4 是 esfa) 的 
门 所 :必然 7 6og(qa) 也 四。 这 将 与 Bes(e)CBe(o) 相 也 盾 ， 

必要 性 设 * 是 《Cefto)) 的 无 界 连 通 分 量 . 如 果 4€ ola)， 
依 命 题 1.2.9， 

IA Srp) Se ipCe))l, 
如 果 XE CO\altqa)) 的 某 个 有 界 连 通 分 量 v, 依 极 大 闭 原 埋 ， 

[POA SS max{|pCA)| x EBv) Srp)) & |pCa)l. 

总 之 对 任意 的 多 项 式 pC，'), 有 
| 所 2 pCa)l|, Yaw. C1) 

今 着 ota) 分 制 复 平面 ,可 取 4&wUala), 命 B 是 由 {feye} 
生成 的 闭 子 代数 , 依 条 件 ，efke) 一 esfe)， 因 出 (Ce 一 4e)1€ 8B， 
由 有 多 项 式 列 {p,《.)}， 使 得 pC(a) 一 (a 一 4e) ， 念 

qa 2) 1 pA OT— ppp), YhEC, 
于 是 ， 
ga > em— et— ota— A4e) :=— 0, 
因此 依 (1), |g.C5)| 志 [gto 站 一 0,Ye wy 但 显然 有 gq.()== 
1，。WYn、 逆 导 。 因 此 ，wslo)》 不 能 分 制 复 平 面 。 证 毕 ， 

注 ” 依 古 题 1.2.10 及 1.2.11, 本 定理 有 如 下 的 等 价 形式 ,如 果 
CC 是 由 {a,e} 生成 的 闭 子 代数 , 则 gcto) 一 olo) 二 > Yi ola)， 
在 在 多 项 式 列 {p,《")}, 使 得 pla) -> Ca 一 4e) :<>ala) 不 
分 割 复 平 面 . 

命题 1.2.13 设 .4 是 有 单位 元 6 的 Banach 代数 ， PE.4 满 
尼 0 关 旅 一 引 和 ce 令 BB 一 pAp, 则 

{0} Uastb) = gC), YoeB. 

证 设 4&atB),r 一 (一 ac， 于 是 

Pp™ pb — ie)p = pepr (hb — 4p) 
之 所 有 一 Mecpm (hb — 1p)* pep, 


* 1 « 


册 ] 1 闪 egCb， 因 此 ，eagb? 一 ef8 7。 

邻 若 0 寺 4&ostB), 记 (一 47) 1 一 ce8), 芒 一 14c 吓 
rE B),， 则 

(Cad— PAA P= pHd pp, 
ribd—d— i ld ~ db 0, 

因此 ，(e 一 4 Be 一 dd) 一 dle) 一 ee， 即 4% 
otp). 

今 芭 须 证 0E olb)， 若 不 然 , 则 1 

p= Mob = (PHP bb !—e, 

矛盾 。 证 毕 , 


前 面 ,我 位 讨论 元 素 的 谱 时 ,都 假定 了 存在 单位 元 。 对 无 单位 
元 情形 ,我 们 作 如 下 的 规定 。 

定义 1.2.14 如 果 4 是 没有 单位 元 的 Banach 代数 ，A1 一 4 十 
C 如 命题 1.1.2 所 述 。 对 ae 4， 我 们 称 g(a) = qlo) 为 g 的 
谱 集 。 

命题 1.2.15 设 4 是 Banach 代数 (元 论 有 否 单位 元 )， 岂 = 
有 十 CaeE A， 则 

sato) = {10} UaCe)., 

证 ”如果 4 有 单位 元 ， 依 命题 1.2.13 宰 见 。 如 果 4 没有 单位 

元 : 依 定 光 12.14+, 以 0 一 oo 这 时 显然 也 有 0eeke)。 证 毕 ， 


附录 ”和 拓 人 秆 解析 函数 


定义 1 从 复 平 面 的 开 了 于 集 了 到 Banach 空间 X 中 的 ( 矢 值 》 
消 数 x(, )， 称 为 弱 解 析 的 ， 指 对 任意 的 jE X*，j(x(，)) 是 UU 
中 的 《 复 值 ) 解析 函数 ; x(，》 称 为 强 解 析 的 , 指 对 于 任意 的 
EU, zl) 在 * 处 强 可 导 , 邢 存在 x (xz) EX， 使 得 


jim Bs 十 点 sz CO— xCe) 
放下 Pe 


定理 2 “ 开 解 析 ” 等 价 于 " 强 解析 ”. 
证 “自然 " 强 解析 "必然 " 弱 解析 "。 今 设 x.) 在 号 中 是 弱 角 


s 2 


— x (2) | 一 人 


析 的 。 对 于 任意 闻 定 的 zx EU，z 十 AsEf， 取 了 下 由 可 度 长 的 图 
道 了 包围 *，z 十 Az、 于 是 依 Cauchy 公式 ， 对 任意 的 1 ExX*, 


fxs)) 一 3 | Fx )) dw, 


ni Oo 


A f(x)) 一 os |, fe) dw, 


wi Tw 一 
因此 ， 
了 工 [jzKz + A2)) — Fre))] — A fr)) 
Ds a 


A | FE 地 i 

or Cw sw eo " 
对 每 个 je X*，fCx(w)) 是 了 上 的 在 禾 轴 区 ， 依 一 致 有 挤 定 理 ， 
sup{liztw ?lw ET} = KK < .于 是 


二 [fx(z + Ar)) — fx(a))] — f(z)) 
Fa 好 了 


< 1 全 .|j . K-T 的 长 度 


2 


“ supllw — zl lw —z— Az| !) 
一 0 ( 当 Az 一 0)， 且 对 | 所 1 一 致 
这 表明 当 As 一 0 时 [xCz 十 Az) 一 x(z)] 是 依 范 数 的 基 本 


列 , 即 sf >》 在 zz 处 强 可 时。 证 音 。 
下 面 ,我 们 简 半 地 称 强 解析 或 弱 解 析 的 人 4 舌 值 ) 国 数 为 解析 的 ， 
定理 3 (Liouvilley 设 x: 是 CC 到 Banach 空间 外 中 的 
解析 玉 数 ,并 且 有 界 , 则 有 天 的 固定 元 *。、 使 得 xts) 一 XoyYz€ OC, 
证 车 月 x(a) 玉 xtz2), 自然 可 取 了 EX*, 使 得 厂区 各)) 咏 
jx))。 但 fxteD 是 CC 上 的 有 界 整 轨 数 ， 应 当 是 常数 ， 基 
质 ， 汪 毕 。 


= 了 各 * 


定理 4 (Cauchy) 设 r 是 复 平 面 中 可 度 长 的 封闭 曲线 , 它 力 
成 区 球 口 。，x(,》 是 了 琶 入 于 Banach 空间 和 而 在 了 让 解析 的 函数 ， 
并 日 在 DU 上 是 和 连续 的 , 刚 | xtsjds 一 由 这 里 积分 依 Riemann 

事实 上 ， 气 ':) 在 了 上 一 致 连续 ,又 了 可 麻 长 因此， 积分 存 
在 , 买 显 然 


(| :aa] ~ | KeCa)az 0, Vf EX*. 


下 上 毕 . 
定理 5 设 x(-);U 一 XX 是 解析 的 ，s E UV, 是 U 中 和 包 半 3 
的 可 府 长 封闭 曲线 , 则 对 任意 的 正 整 数 nx，z(:) 在 z 处 是 # 次 强 
可 导 的 ( 模 言 之 ，x 人 六:): UV 一 六 也 是 解析 的 ), 并 且 
x gy) 一 | | x( se) 


1 
2 TE 一 JrT1 
证 对 任意 的 jf EX*，f(x (x)) 一 了 了 (xt) 是 UU 中 的 解析 
函数 ,因此 ，z*(:)》 基 了 中 能 解析 函数， 和 恢 定 至 2,*C*): U 一 六 
是 解析 的 。 递 推 可 岗 ， 基 "下 一 大 也 是 解析 的 ， 此 外 ,对 任意 
的 f EX*, 
f(r Cr)) — fxr{w}) CO— 2 | fCxCw )) dy 


T (Ww - wt! 
证 毕 , 
定理 6 (Taylor 般 开 ) 如 果 叉 ") 是 取信 于 Banach 空间 
XX 而 在 {zl1z 一 zo| 之 rf} 中 解析 ,区 有 Tayior 展开 


zCo) 一 人 二 (z 一 %)", Vs — tl 一 >， 
并 且 级 数 依 范 数 是 绝对 收 敏 的。 同时 在 {zllz 一 加 | 二 +} 的 任 


党 皮 于 集 上 依 范 数 绝对 一 致 交合 ， 反 之 ， 如 果 xs) 在 {zll#™ 
zo| 一 7} 中 可 以 表示 成 依 范 数 络 对 下 伍 的 级 数 


#2) 一 Sas 一 


| 


和 


则 xC-) 在 {zilz 一 az 过 +} 中 是 解析 的 ,并 且 a 一 xz0) 
本 

证 设 0<p<p 过 rsK 一 sup{ilx(a)i||x 一 zl 富 p}， 依 
定理 $5，]x 下 2 所 天 wo。 出 此 可 网, 级 数 


Dz 一 


在 圆 {xz||z 一 wo| 二 p} 中 依 沪 数 弧 对 一 至 收 僻 ,再 把 通 带 的 a- 
ylor 展开 芭 此 级 数理 论 月 于 fxC: CYFEX*), 则 可 得 到 下 有 明 . 

定理 7 (Laurent 展开 ) 设 zx) 取信 了 于 Banach 空间 * 
而 在 环形 区 域 {z|p, < 1z 一 z%| 过 pz} 中 解析 , 则 在 这 环形 区 城 
中 ，x*(*"》 可 表示 成 依 范 数 收 化 的 级 数 


zs) 一 DF) os Ho)”, 


办 二 一 辐 


其 中 
-ee 元 | sw)Cw 一 四， 

这 里 是 环形 区 域 中 任意 的 环绕 国 盾 | 一 2| 二 pi 一 周 的 封闭 
可 度 长 曲线 。 此 外 ， 这 个 级 数 在 环形 区 域 的 任何 紧 子 党 上 依 范 数 
弛 对 一 致 收 黎 。 

证 ”显然 了 可 代 以 任意 的 柄 局 | 一 “i 一 pp 过 p < pss 
于 是 

la SS Kp ", Yanez, 

这 里 ,一 maz{llxCw) |w 一 ;0| 一 p}。 于 是 对 于 pp 十 5 所 
]z 一 邓 | 的 疡 一 E， 


> dasll ” | = 一 xol" 


出 2 一 轨 


< Dl) 
站 Pp 


+ (和 
于 十 下 


若 取 (pz 一 EE) 之 PP 过 内 下 二 让 (mm 十 s)， 下 山 级 数 


六 tz CO on) 


R=" 


在 环形 区 域 的 尾 何 紧 子 集 上 依 范 数 绝 对 一 致 收 族 ， 再 把 通常 的 
Laurent 展开 理论 用 于 fxC-DDCYE EX*)， 凤 可 得 到 证 朋 . 
注 ”在 定理 ? 的 条 件 下 ,特别 有 
| «Cw)aw 一 xid_ly 


它 是 通 茹 慷 数 定理 的 推广 。 
3 3. 可逆 元 群 攻 其 主 分 量 


设 4 是 有 单位 元 * 的 Banach 代数 。 

定义 13.1 记 

G— GA — laté A a)}; 

Gr— {a€ Ala&G, 但 4 有 左 递 , 即 有 be A4,ba 一 e}; 

G, 一 la€ Ala&G, 但 a 有 右 送 ). 
GCA) 也 元 作 A 7!， 是 4 的 可 道 元 群 . 

定理 1.3.2 (1) 6,Gi,G, 是 4 的 互 不 相交 的 开 子 集 ; 

(2) a 一 a ! 是 G 上 的 同 味 里 象 , 由 此 , G 依 范 数 是 拓扑 群 ". 

证 (1) 设 a& G1:、 医 此 有 5E 4A, 使 得 ba 一 ce。 如 果 lx 一 
a < fol 地 

1 > |) + ls — al 2 le — 5x)l. 
因此 ，y 一 Bt 一 2 一 《er 一 了 x)€ 上 ， 由 此 ,x* 有 左 道 (7y 5)。 如 
果 + 还 是 可 逆 的 ， 则 5 一 yx! 也 可 逆 。 进而 , a€G, 与 a€G 
相 了 矛盾 . 因此 ,* 不 可 道 ， 即 x EG， 这 就 证 明了 6， 是 开 子 集 . 
同 栏 ，G， 是 开 子 集 。 依 命 吓 1.2.8,G 也 是 开 子 集 。， 当 然 ,三 者 是 
互 不 相交 的 . 
1) 避 称 为 拓扑 群 , 措 它 是 群 * 同 时 又 是 拓扑 室 抽 ?使 得 台 X 台 一 G 的 映 象 :et 一 
ep 忆 及 全 全 的 有 揣 提 :se 都 其 违 续 的 。 


二 可 


《2) 其 证 明 实 际 上 已 包含 在 命题 1.2.10 的 证 明之 中 。 证 毕 。 
命题 1.3.3 设 {x,}C6, 且 xz， x. 
C1) 如 果 x 所 KK,Yn, MM x EG XY Ys 
C2) 或 者 * EG 《这 时 如 xs 趾 } 必 有 寄 ); 或 者 有 YA 
iy, 二 1, va， 使 得 
Iya 0, yt 人。 
《这 时 {ilzz} 必 无 界 ). 
证 (C1) za — za = jx Cr, — re KO * 
0。 因 些 ， 丰 ?E 3， 使 得 x 一， 区 x 一 XX! 2 出 
浊 ，x*y 一 3 一 ec 即 了 一 2 
C2) 如果 x G6， 依 定理 1.3.2，zxz' 一 + 1 因此，Tlxz:} 
有 界 。 今 车 x 总 G6, 依 (1), 就 木 可 能 存在 子 列 {nt} ,使 得 {xxil|} 
有 乔 , 加 jx7 一 c0。 令 
ya 一 za ra |, Vn, 
则 jy 一 1, wrx， 并 且 


Na 一 和 xz xa 
Es < 
laysl a 


< Ns— zl + et >0， 


[lxa ll 


相似 地 ,jysx*| 一 0。 证 毕 ， 

定义 1.3.4 拓扑 群 6G 一 GLA) 的 包含 * 的 连通 分 晤 称 为 主 
分 量 , 记 作 Go 一 Go A). 

定理 1.3.3 G, 是 G 的 既 闭 又 开 的 正规 于 祥 ;G 的 任意 连通 分 
量 ? 必 有 形式 saC 一 Goq (车 a€ GY); 以 及 GiG。 依 调 拓 扑 * 是 
离 敬 群 . 

还 设 a€G， 于 是 有 以 & 为 中 心 的 基 个 开 球 ,CG， 自 然 
U。 是 连通 的 《事实 上 ,DU。 蚌 凸 的， 从 而 是 道路 连通 的 )， 大 此 ， 


LI》 拓扑 空间 的 于 党 称 为 连通 的 > 指 它 作为 拓扑 子 空 间 是 连通 的 ， 概 大 的 连通 子 集 
称 为 连通 分 荐 .每 个 连通 分 攻 必 然 是 闭 的 . 

2) GIG 的 子 党 六 称 为 依 商 拓扑 是 开 的 * 控 gq-"Y 是 所 的 开 子 入 这 里 久生 证 
GjG。 是 商 映 误 . 


sa 117» 


0,CG 的 包 售 = 的 连通 分 量 。 这 表明 G 的 每 个 连通 分 量 是 肛 闭 
又 开 的 ,特别 G。 加 此 ， 

显然 , @G 一 UfeGlee G}， 以 及 每 个 aG。 是 G 的 既 闭 又 开 
的 连通 子 集 。 今 若 C 是 G 的 连通 分 量 且 二 eGol 某 a€ 6), 则 aG 
与 (C\aGo) 是 C 的 两 个 忆 不 相交 的 既 闭 又 并 的 子 乐 ,但 C 是 连通 
的 ,因此 CC 二 上 ,DC 一 v0,. 

今 设 sc Go， 则 如 的 连通 分 量 eGo 坟 {eb,a}j。 但 a€ Gy 
a 与 ob 属于 同一 连通 分 量 ,因此 ,a5€ Gs。， 相 似 地 ,由 a Go 二 fe， 
a，e EG 可 网 orie G6， 所 以 ，Gs 是 G 的 子 群 ， 此 外 ,对 于 
任何 的 aeEC，e <E 连 通 子 梨 esGog :， 困 此 ，GoCecCoe !。 进而 
可 见 ，sGoo 一 Go，veeC， 即 G 是 G 的 正规 子 群 。 

， 最 后 ,如 果 六 是 GAG 的 性 意 子 集 , 设 9:G 一 G1/Go 是 商 映 
象 , 则 
qb = Ut{aG,l ge) ED}, 

但 aG, 是 C@ 的 开 子 集 ， 因 此 ，9 《8) 是 G6 的 开 子 集 ， 依 商 拓 扑 
的 定义 ,0 是 G/G， 的 开 子 集 。 由 此 ，G/G, 是 离散 群 ， 证 毕 。 

引 理 1.3.6 设 a€ 4, 满足 je 一 al 一 1， 山 有 5E 4， 使 


得 
一 6 一 La 
术 二 由 nn! 
证 若 4e(0,1)， 则 
> i 
1— (1l—1)= el oo osm 
_ SS CD ( Sy C1 — 41)" 
和 2 | 之 办 | 
一 上 十 3 《一 工 六 , C1 _ A) 
> 1 #1 


ss 上 和 所 


1 


征调 类 1“ “天 
时 | 十 -小惠 下 三 徊 


比较 (1 一 4) 相同 寡 次 的 系数 ,可 网 


加 《一 1 1 一 1， 如 果 m= 1, 
k= 《1 a 人 |， 刘 果 m1, 
因此 ， 
sm 5 (SS 和 — es, 
x=0 二 ! ue 下 


其 中 6 ~ 交 侍 二 入” (级 数 自然 依 范 数 绝对 收 纹 )， 证 于 


nl 


注 ” 依 太 章 $6, 本 引 理 还 可 以 有 一 个 解析 的 证 明 。 
定理 1.3.7 
G 一 {ewe |a EE AAOEIENN = 01 -}. 

特别 地 ，G。， 还 是 道路 连通 的 。 

江 设立 到 6 令 

NOE) mm en, 

则 x ;10,1] 一 C 连续 ，。x(0) 一 <，xt1) 一 x*， 期 x 与 洒 过 
着 路 相连 按 。 因 此 ，x& Go。， 今 记 二 [emoe%m|ai€ A}， 它 是 
cn 的 了 于 群 . 依 5 理 1.3.6, 如 包含 以 5 为 中 心 、1 为 半径 的 开 球 下. 
由 此 ,可 果 xE 呈 则 xx 的 邻 域 xc 中 ， 如 五 为 G, 的 开 子 尘 , 另 
一 方面 ， 如 果 ze 了 一 革 Go 则 xsz 一 *。 当 ” 充 分 大 时 ， 
2 人 上 从 而 ,+ 一 x ER， HH， 朋 瑟 也 是 GG， 
的 闭 子 集 ， 但 G 是 连通 的 ,因此 , 号 一 G， 证 毕 . 

命题 1.38 设 * 上 是 有 限 阶 的 《 即 存 在 下 整数 wx, 使 得 
x = ee), WM xE Go,, 


证 令 如 一 型 一 1)4. (x)"4-!， 于 是 
点 一 站 
《3 一 [2 一 [me 一 mrm (a m1)"™e 
一 《ar 一 (人 24 -一 112 一 WAX 一 【4 一 17e7， 


= 19 = 


但 具有 有 了 上限 个 414 满 是 4 一 (一 17" 一 0， 因 睫 ， 
{4lCar — (i— 1)e}eo} 

是 C 的 连通 子 集 。 特 别 地 ， x 一 1*+* 一 (一 I)e 与 “一 0 一 
《0 一 1J2 是 连通 的 ,因此 ，x€ Go。 证 毕 。 

命题 1.3.9 如 果 4 是 交换 的 , 则 G 或 者 是 连通 的 (= 二 G4), 或 
者 有 无 穷 多 个 连通 分 量 ， 

证 设 x€QON\G6， 若 有 不 之 j, 使 得 x*t 与 属于 G 的 同 
一 个 连通 分 量 , 依 定理 1.3.5 及 4 交换 , 刚 x"E GG， 这 里 讽 一 RR 
ij。 及 依 定理 1.3.7 及 有 4 交换 ,有 vE A, 集 得 x 一 ee 令 业 一 ce"， 
则 《sr 一， 依 命题 1.3.8， pirE 六 WE Go 大 x&Go， 
这 与 x GG\G。 相 凶 看 。 因 此 ，{x"|l# 一 1,2,-*} 属于 C 的 不 同 
的 连通 分 量 ， 证 毕 ， 


$4 理想 与 根基 


#4.1 代数 的 理想 与 Jacobson 根基 


本 小 节 中 ,我 们 设 4 仅 公 是 和 代数 ,并 且 未 必 有 单位 元 ， 
定义 14.1 了 7 了 称 为 4 的 左 ( 或 右 ) 理 想 , 指 了 是 4 的 线性 子 空 
间 ，J 尖 4， 并且 47 一 {epleec4, 5c 有 CI 或 74 一 门 ， 妇 
果 J7 既是 去 的 又 是 右 的 理想 , 则 称 为 双 侧 理想 。 
如果 4 无 单位 元 ,自然 可 以 考虑 4 一 4 十 C， 若 工 是 4 的 左 
理想 , 我们 希望 扩张 工 为 4 的 并 理想 而 不 让 .A 所 包含 ， 这 样 最 
小 的 扩张 应 当 对 于 某 个 元 ae 4， 有 形式 
LL CoC, 
于 是 要 求 4.LCE 特别 地 , A4LCL, 即 (a 一 enye L,YVae A. 
因此 ,我 们 引入 


定义 1.42 A 的 左 理想 工 称 为 正则 的 , 指 有 we 4， 使 得 


《Ga 一 a#) EL Ya€ A。 这 和 村 # 称 为 二 的 入 单位 元 ， 当 然 不 必 哄 


sk 


工 称 为 4 的 极 大 正则 左 理 想 ， 指 它 是 正 删 左 理 想 ， 并 且 如 果 


= 闻 必 = 


上 也 是 4 的 正则 玫 理 想 , 以 及 工 闻 工 刚 工 一 工 。 

相仿 地 ， 可 以 定义 正 则 右 理想 和 等。 当然， 如果 4 本身 有 有 单位 
元 , 则 每 个 左 (或 在 ?理想 都 是 正则 的 。 

命题 1.4.3 《1) 没 工 是 羽 为 模 单 位 元 的 正则 左 理 想 , 志 理 
想 工 二 工 则 L' 也 基 正 则 的 ,并 以 ww 为 槛 单位 元 ; 

《2) 如 时 工 是 极 大 左 理想 ,同时 是 正则 的 , 则 工 是 极 太 正则 左 
理想 ; 

(3) 如 果 工 是 极 太 正则 左 理 想 , 则 它 也 是 极 大 左 理 想 ; 

《4) 如 果 工 是 正则 左 理想 , 则 必 有 航 太 正则 志 理 想 L'， 使 得 
L’ 一 元 。 

证 (1)， CD)， (3) 是 显然 的 。 

4) 设 # 是 工 的 神 单 位 元 , 令 

名 一 {LIL 是 4 的 包含 二 的 堪 理想 }， 
纪 中 以 包 舍 关 系 为 仿 床 。 如 当代 是 红 中 的 全 序 子 集 , 令 了 工 一 
UE, 我 们 说 xz 闪 亏 。 因 车 否 ， 则 *#E 某 个 L;， 由 此 对 性 条 
的 ac 4, 
ga (C4-— an)EL'+L= Li, 
这 与 上 1 关 4 相 和 矛盾 。 从 而 ， 王 上 YH， 今 依 Zorn 辅 理 ， 衬 有 
极 太 元 , 削 见 这 个 极 关 元 即 满足 要 求 。 证 毕 . 

命题 144 记 44 一 A+C. 

(1) 设 工 是 4 的 极 大 正则 左 理想 , # 是 其 模 单 位 元 ， 则 了 工 ,一 
LT+(l 一 DC 是 A 的 极 大 左 理 想 ; 

《22 如 果 碟 是 而 的 极 关 左 理 粗 ,， 且 工夫 4， 令 工 二 
za 门 4， 及 要 【1 一 二 EN， 这 里 ze， 则 工 是 4 的 以 = 为 
模 单 位 元 的 极 大 正则 左 理想 ,并 且 工 , 一 工 十 (1 一 6, 

证 (1) 设 Li 是 4 的 包含 上 的 左 理想 ， 首 先 , 我 们 有 
lA 一 五 作 4A 一 5， 事实 上 , 敬 不 然 ， 由 于 工 是 4 的 极 大 左 理 
想 , 因 此 ， 记 门 4 一 4， 于是, wn€E 又 (一 四 ELCL'i, 因 
此 1€ 工 ， 这 与 Li 夫 4 术 了 矛盾， 

今 设 加 于 x 十 26 上 ,这 里 xEA，,， EC， 则 


二 + 


+ nt A EAN = Li. 
由 此 ;jE 村 工 ; 一 二 ， 工 ! 为 4 的 极 大 左 吾 可 ， 

(2》 由 于 LL 丰 4, 及 4 也 是 4 的 极 大 左 理想 ,因此 ,于 4， 
性 泪 Li。 从 而 存在 《1 一 #8) EL 和 NA 《这 里 w€ 4A), 及 LL 年 4。 由 
于 . 

a— a dl — ENA-L, ae A, 
因此 , 工 是 4 的 以 # 为 模 单 位 元 的 正则 左 理 想 ， 

与 《1 相仿 , 易 江 也 一 工 十 (1 一 号 C。 

今 若 工 是 4 的 包 合 工 的 左 理想 , 则 工 也 以 #* 为 模 单 位 元 ， 
特 缠 ，x 疙 -。 由 此 ， 工 十 (1 一 DC 是 A 的 包含 L， 的 左 理 
想 。 于 是 

Li= LC! 一 区， 
可 见 上 一 工 ， 即 世 是 4 了 的 极 大 正则 堪 理想 。 证 毕 。 

注 “上 而 命题 中 ， 工 与 上， 的 关系 很 难说 是 一 一 对 应 的 。 但 
营 4 交 搜 ，w、v 是 工 的 两 个 模 单 他 元 ， 由 于 (一 ap) 与 【2 一 
VW) EL uv 一 JH， 可 肝 (#4 一 上 EEL， 这 时 对 应 关系 将 是 一 一 
的 ， 

定义 1.4.5 设 E 是 线 姓 空间 , 记 LCE) 是 瑟 中 线性 算 子 的 全 
体 。1xz,E} 称 为 4 的 表示 , 氢 = 是 4 到 LCE》 中 的 代数 同 态 , 有 即 

zd 十 by) = rq) + prtB) nob) mm ra)rth) 
Ya e AL, ttE OO, ， 

4 的 表示 ix，E} 称 为 不 可 约 的 , 指 若 了 是 互 的 线性 子 空间 ， 
并 且 x(A)FCF, 则 一 {0} 或 E, 

命题 1.4.6 设 {x,5} 是 4 的 不 可 约 表 示 ， 

《1》 如 果 4 有 单位 元 e， 则 xCe) 富 1; 

《2) 《 主 移 人 性质 ) 对 性 何 的 5,n€ EE， 并 是 0, 有 eed 
使 得 (oD 一 

《3) 对 任意 的 0 € EE，keré 一 {a € Alx(e 店 一 07 将 是 4 


12 这 卫 束 示 中 的 恒 等 算 于 ， 
Lr 昌 


散 极 大 正则 左 理想 . 

证 (1) rte) 一 p 是 LC(E) 的 轿 等 元 , 又 x 不 可 约 , 及 
nap = pr(a) = ro), Va Ee A, 因此 p~ 耳 . 

《2》 由 于 二 二 9， 及 zx 不 可 约 ，。 因 此 ，xz(AE 一 10} 或 EE, 
如 果 wo)5 一 0,Ya€ A, 令 

三 一 人 ae) 的 零 空 间 |a€ 4}， 

x(ADP 一 {10}CFR， 又 0X5€F, 因此 fF 一 FE, 或 x 一 0， 
这 不 可 能 ， 因 此 ，zCADE 一 ， 从 而 有 me6E 4， 使 得 x(a)E==y, 

: (3) 由 s(tANE 一 也， 因此 有 ze 4 使 答 zu 一 特别 
x{te— dn 0, (a 一 oan) Ekert, Ye€ A， 困 寺 ，ker# 二 
才 的 正则 左 理想 ， 

今 若 鞋 是 有 4 的 左 理想 ,并 且 ker# 宇 ,于 是 , xCL)E 是 x(4) 
的 非 零 不 变 子 空间 ,从 而 。 五 一 二 工具 特别 地 ,有 sz& 工 ， 使 得 
zz 让 盖 上 上。 由 此 ，rfe 一 4 让 一 0D， 即 〔a 一 ao7EkerEC 工 ， 
Ve € A， 另 一 方面 ,由 mw”E 工 ，aoc 工 ， 因 此 ,， 工 一 芝 ， 了 矛 旱 。 所 
以 ，kers 是 被 大 并 理想 ， 证 毕 。 

定义 1.4.7 设 工 是 4 的 左 建 想 ,定义 A 的 表示 {x,A/L} 如 
下 ， 

aa)d 呈 2 
这 里 了 一 6 十 LE AIJL， 称 它 为 关于 工 的 左 正则 表示 .此 外 ,我 
们 记 
L:A= {aéE AlaAdCL}., 

命题 1.48 设 工 是 二 的 正则 左 奸 想 ，{try41 工 上 是 相应 的 左 
正则 表示 ， 

1》 如 果 ww 是 工 的 模 单 位 元 , 则 立 一 ws 十 工 是 了 的 衢 环 矢 ， 
即 x AlL; 

[2》 kerr = {fo€EAlxCo) 一 0} 一 工 : A 特别，L:A 是 4 的 
双 仙 理想, 并 且 LL; ACL; 

《3) te541 工 上 是 不 可 约 的 , 当 且 仅 当 :, 开 是 极 大 正则 左 理想 . 

证 (1) 由 ke 一 cb)E& 工 ， 因 下 ，xrfKe 科 一 5，voceL， 可 
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刀 xf 站 = A L, 

C2) 依 工 :4 的 定义 ,显然 有 errr= 工 : 几 肥 依 人 et 天 
4， 因 此 , 工 :4 是 4 的 双 侧 理想 ， 今 设 ecE 工 :4 则 axt 工 。 由 
此 ， 

a— ant+ (a— an}ett, 
Bm LACL. 

(3) 设 工 是 4 的 极 大 正则 堪 理 想 ,， 8 是 A/L 的 线性 子 空 
间 ， 使 得 xCA)EcCE, 令 FE = {ee .Aj3e 宦 }， 则 E 坊 工 。 由 于 
ob 一 zx(o)S EEE，YBe SE， 央 此 ，ab €E E，Yae 4，BbeEE， 即 
AECE. 但 工 是 极 大 左 理 炉 ,因此 ,EF 一 LL 或 4, 其 器 一 {0} 或 
AjL， 国 此，1x,A/L} 是 不 可 约 的 . 

反之 , 设 1x，AjLY 是 不 可 约 的 ， 我 们 来 证 明 工 是 极 大 左 理 
想 。 设 工 是 4 的 左 理想 ,并 且 上 L' 二 LK， 于 是 羡 是 xCA) 的 不 
变 子 空间 ， 又 LL' 关 4， 因此, 记 一 10}, 即 L' 一 工 .。 证 毕 . 

定义 1.4.9 4 的 双人 机 理想 P 称 汶 本 原 的 , 指 有 A 的 不 可 约 玫 
示 4x,B1、 使 得 P 一 kerx, 

命题 1.4.10 (1》 如 果 P 是 4 的 本 原理 想 , 则 PP 一 门 {LIL 是 
4 的 被 大 正则 左 理想 ,日 L 态 P}; 

(2) 4 的 双 仙 理想 了 是 本 原 的 , 当 且 仅 当 ,存在 4 的 极 大 正则 
左 理 想 L， 使 得 P 一 工 :; 4A 一 疾 于 工 左 正则 表示 的 核 ; 

《3) 如果 P 是 本 原理 想 ，L;。L, 是 左 理 想 , 使 得 LLCP， 
开工 或 者 CP. 

证 (1) 设 {x,E} 是 4 的 不 可 约 表 示 , 使 得 kerr 一 了 P。 依 
命题 1.4.6， 对 任意 的 上 和 天 0 下 ，ker 上 5 是 4 的 极 太 正则 左 理 想 ， 
显然 

Po kerx ~ MN{kert |0 A EE FE}, 
所 以 ，P 一 败 {LIL 是 4A 的 极 大 还 则 左 理 杷 ,有 日 LPY. 

《2》 充分 性 由 命题 1.4.8 立 砚 。 反 之 , 设 卫 是 本 原 的 ， 即 有 :4 
的 不 可 约 表 示 {sx,E}。 使 得 kerx 一 了 ， 任 音 取 定 038 EE， 则 
区 一 er 是 A 的 极 大 正则 左 和 想 ,并 且 xCADE 一 5， 于 是 ， 
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EE Poot kerr rE = {D0} 
Aare = {0} < ra dd) ~ {0} 
< aAdcCL atL:A, 

BPP-L:4. 

《3 依 (2),. 有 4 的 极 大 正则 左 理想 LL， 使 得 已 一 工 :4 
如 果 LzCEP， 则 Lid 上 LL， 于 是, 由 LA1l1L 是 关于 工 左 正 则 
玫 示 的 不 变 子 空间 ， 可 了 克 [LA]iL = A/L, 好 [LyA] 十 工 一 
有 A 但 PCL， LLCP 及 忆 是 双 侧 理想 ,因此 

LiACILLAA] -LCP+L=L, 
好 工 C 忆 :A 一 了 了， 证 毕 . 

定义 1.4.11 RCA) 一 个 {PP 是 4 的 本 原理 想 } 称 为 .4 的 
《Jacobson) 报 基 。 如 4 中 无 本 原理 想 , 约 定 RCAY 一 4 

如 采 Rd 一 0、 称 4 为 半 和 单纯 的 ， 

命题 1.4.12 (1) 4A/R(CA) 是 半 单 纯 的 (注意 RCA) 是 4 的 
双 个 理 柱 ,因此 ，A/ RC(A) 自然 地 成 为 代数 ); 

(2) RD 一 站 所 上 是 4 的 极 大 正则 左 理想 } 一 RCA4,), 这 
里 A = ATC. 

证 (1) 记 8B ~ A/R(A). 若 {x,5} 是 4 的 不 可 约 表示 ， 
则 RLADCCEerx。 从 而 可 定义 8B 的 不 可 约 天 示 位 ,EE}、 婴 

i sa), YaE BB, a Edi, 
”如 果 5€ R(B)Ckers， 因 此 ,i 和 引 一 0， 设 gE&#, 风 Ko) 一 
0, 但 = 可 以 任意 ,这 说 明 a € RCA)。 由 此 ,，# 于 0， 有 即 RCB8) 一 
{0}，B 一 Aj RCA》 是 灶 单 纯 的 . 

(2) 由 命题 1.4.10 可 见 

R(A) 一 站 {LIL 是 A 的 极 大 正则 左 理想 }， 

4 是 有 单位 元 的 ,因此 ， 
RCAL) rT N {Lil Li 是 i 的 极 大 左 理 息 } 
一 介 {I 是 4 的 极 大 左 理 租 , 自 <A}NM A 
再 依 命 题 1.4.4, 可 现 RCA1) 一 RCA).。 证 毕 
命题 1.413 如 果 4 有 单位 元 e，ze 有 4， 出 x+ 有 左 (或 右 》 
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逆 , 当 二 仅 当 , * 不 属于 4 的 任何 裤 大 左 ( 或 右 ) 理 想 。 

证 ”无妨 只 对 左 的 情形 来 证 明 . 如 条 > 有 堪 逆 y, 并 且 wx&y， 
这 里 J/ 是 4 的 某 个 极 大 左 理 起, 于是，e 一 yx &E J， 这 不 可 能 ,到 
之 ,如 果 # 没 有 左 道 , 则 e 扣 于 一 fxzl7E4。 自 然 工 是 4 的 左 理 
想 . 依 命题 1.43, 有 4 的 极 大 左 理 想 J 一 工 。 显 然 *x<E 了 证 毕 。 

定理 1.4.14 如 果 .4 有 单位 元 e， 及 xE A4， 风 下列 条 件 是 
相互 等 价 的 ， 

《1》 x € 4 的 任何 航 大 左 理想 ; 

(2) x € 4 的 任何 极 大 右 理 自 ; 

(3》t{e 十 yx) 有 正道 ，Yy EL; 

《4) 《e 十 yx) 有 首 ，Yy€ 4; 

《5) (e 十 xy》 有 右 逆 ，Yy€ 4 

46) 《e 十 zy) 有 逆 ，YyE A 

证 “我们 采取 如 下 步骤 来 进行 。 首先 证 明 〔1) < (37 ,相似 
地 便 有 (2) 寺 > (5); 再 证 明 (1) 或 C3) 一 > (4), 相似 地 便 有 
(2) 或 (5) 一 (6); 最 后 证 明 《4) = (6), 相 似 地 便 有 (6) 二 > 
(C4)。 此 让、，( 牛 一 (5) 及 《42 = 《3)》 部 是 显然 的 ， 

(1) 一 ($3) 设 有 ?ee 4， 使 得 〈e 十 yx) 无 左 逆 。 依 命题 
1.4.13, 有 有 4 的 极 大 左 理想 7 ， 使 得 te 十 yx)E J。 于 是 依 条 性 
(1),。e € 9， 巴 导 、 

(3) = 一 > (1》 如 果 了 是 4 的 航 大 左 理想 ,使 得 x #1 令 了 一 
ta 一 yzrleceJy ye 显然 ，JCy，4YC。 如果 三 冯 了 
依 了 的 瓜 天 和 性， 将 有 一 J， 这 与 x€E 了 ,x #7 相 币 对 。 因 此， 
J 一 A。 特别 有 zeEyJ， yE A, 使 得 az 一 ?xm 一 ea， 区 ga 一 十 
yx， 依 条 件 . (3},，e 有 左 逆 , 这 与 eeEJ 相 矛 起 。 因 此 ，xze 1. 

(1 或 《3 一 > (4 对 任何 的 yE 4， 设 〈e 十 yx) 的 左 逆 
为 Ce 十 z)， 由 此 ， 

For yr EY 

由 于 re 4 的 任何 极 大 左 理 想 ， 因此 z 亦 然 ”由 于 已 证 

C1) 所 (3)，(e 十 x 将 有 左 逆 。 另 一 方面 ，(e 十 zJ 有 右 游 
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Ce 十 yz]。 因 了 有 此 (Ke 十 z) 可 六 。 进 而 ，ke 十 yx) 也 是 可 逆 的 . 

(47 一 (6) 对 任何 的 y€ 4， 设 《e 十 yx) 的 道 是 《ke 十 
xz)。 于 是 ， 

CE —xy — rey)te xy — xis yx sry = e, 

Ce 十 ze — ry — ty) me is 4 yr zyX)y = 0, 

好 (e 士 *y) 有 道 《e 一 x 一 zx3)。 证 毕 ， 
命题 1.415 .4 的 【Jacobsony 根基 

RCLA) 中 门 {1PIP 是 A 的 本 原理 想 } 

一 作 1LIL 是 .4 的 极 大 正则 左 理想 } 
一 介 {RIR 是 4 的 极 大 正则 右 理 想 }, 
证 记 4 一 A 十 C， 依 定理 1.4.14， 
人 {RIR 是 4 的 极 大 正则 右 理想 } 
一 站 {Ri|R 是 而 的 极 天 右 理想 ,上 且 闪 人 站 4 
一 个 {RIR, 是 4 的 要 大 右 理 想 } 
N {lL 是 4 的 极 大 左 理想 } 
一 们 {LIL 是 4 的 极 大 正则 左 理 想 }。 
哥 依 定义 1.4.11 及 命题 1.4.12, 即 得 证 ， 

命题 1.4.16 对 任何 的 x+€ 4, 下 面 的 条 件 是 相互 等 价 的 : 

(1) x€ ROAD; 

(2) 《1 土 yx) 在 41 中 有 左 逆 ， wyE 4; 

《3) (1 十 3x) 在 .Al 中 有 道 ，Vy& 43 

(4) (1 十 xy) 在 和 4 中 有 右 递 ，Vy€ A; 

(5) (1 十 xy》 在 4 中 有 递 ，Yy7E 4， 

证 由 RCA) 一 RK(A1) 及 定理 1.4.14, (1) 一 > (2)，{3)， 
(4),， (5》 是 显然 的 。 当 然 ，(3) = 全 (2) 及 (5) 一 > (4) 也 是 明 
显 的 。 因 此 ,只 要 证 明 (2) 一 >(1) 及 (4)==> 0), 

(2) = 地 (1) 如 果 x RC(A)， 将 有 4 的 极 大 正则 左 理想 工 ， 
使 得 x &IL， 设 # 是 上 的 模 单 位 元 ，{r,A/L} 是 相应 志 的 左 正 则 
表示 。 由 于 (x 一 Xz) E 工 ，x 把 了， 因此 ， za 冯 工 。 从 而 zw 不 
是 AIL 的 零 元 ， 又 = 是 不 可 约 的 ， 因 此 ，x(A)xn 一 刀 世 。 特 


qn 元 了 


别 有 ye 4， 使 得 
ny re 一 各， 
好 Cyxrw 十 WEL， 但 Cyr 一 yxw)€ 工 ， 国 此, (yx 十 EL 于 
是 对 任意 的 a€ 4， 
Ca) 十 atu + yx) EL, 
因此 ，( 一 yx) 也 臣 工 的 模 单 位 元 。 今 依 合 是 1.4.4， 
Li LICC 十 yz) 
将 是 十 的 极 太 左 理 程 ， 想 条 件 (22,C1- 二 yx) 在 4 中 有 开道， 
这 与 (1 + yx)€ 工棚 矛盾 。 因 此 ，xzec RCA). 
(4t 一 >(1)》 考 碟 Banach 代数 4 作为 Banach 空间， 
导 一 4, 但 4 中 的 乘法 蚊 定 六 汶 
xzoy = yr, Vr,FE A 
由 于 RC4) 一 RCA)， 正明 化 归 为 一 上 的 情形 ， 证 毕 , 


§4.2 Banach 代数 的 情形 


命题 1.4.17 设 A4 是 Banach 代数 , 工 是 A 的 正则 左 理想 ，w 
是 工 的 模 单位 元 , 则 lx 一 x 空 1，Yx€ 工 ， 特 别 地 , 工 的 闲 包 工 
也 是 惧 w 为 模 单 位 元 的 正则 左 理想 。 以 及 4 的 任何 极 太 正则 左 理 
想 都 是 闭 的 ， 

证 设 有 xe& 工 ,使 得 |a 一 圳 三 1, 于 是 ,在 4, 一 41C 
中 , 《1 一 《ax 一 2 故道 【1 十 yY)， 这 里 


yo > (wuz)"E A, 


因此 ,7 一 (x 一 +?) 一 y(n 一 +) 一 0， 即 z 
Hy 二 yr 一 yn + (r+ yx)eL, 
这 与 x 为 工 的 模 单 位 元 相 矛 寺 。 证 毕 . 
命题 1.4.18 设 4 是 Banach 代数 ,P 是 4 的 本 原理 想 , 则 P 
是 了 的， 并 且 存 在 Banach 空间 久 ，A 在 天 中 的 不 可 约 表 示 ， x 
使 得 
aedA}TEBCR), Eerr = P, 


这 里 BCX) 表示 天 中 有 界线 性 算 子 的 全 体 。 

证 “” 依 命 题 1.4.10 及 1.4.17, 可 见 P 是 闭 的 , 各 依 命 题 1.4.10 
的 (2)， 可取 及 一 A/L， 这 里 工 是 4 的 极 太 正则 左 理 想 ， 以 及 
P 一 kerx, x 是 关于 L 和 的 左 正则 表示 。 由 于 工 是 闭 的 ; 依 丙 范 数 ， 
X 是 Banach 室 间 ， 对 于 任何 的 ee 了， 

je 人 = tad) = inf{lad + elle€ L} 
< infflials + lee LL} SNe: intfls + ell 
cE L} = lall |Sl, 

. Yh (b+ LEAL, 

内 此 ，xCa) € BCX)。 证 毕 。 


$ 5 广义 震 零 元 与 广义 零 因 子 


定义 151 设 4 是 Banach 代数 ，ee 4 称 为 广义 昨 夫 的 ， 
指 sa) = 二 0, 盎 ke) 一 10}。 

xE€ A 称 为 广义 去 ( 右 ) 零 因 于 ， 指 有 ye A, jy, 二 1， 使 
得 xyatyax) 一 0。* 同时 是 广义 左 , 右 零 因子 ， 将 称 为 广义 零 因 
子 ， - 

命题 1.5.2 (1) 9 是 ) 义 野 零 的 ， 当 且 仅 当 ，limp"e” 一 0， 
wae; 

(2) 根 直 中 的 元 必 是 广义 窒 堆 的. 

证 (1) 设 s 是 广义 宕 去 元 ,及 0 二 tC， 对 人 尾 意 的 ec (0， 
1)， 当 # 充分 大 ,应 当 有 

lar < el < e/g|, . 

即 fxl" le 中 <s， 因 此，limaro 一 0。 反之 设 对 任意 的 
0， pa" 一 0。 于 是 对 e 盖 0，# 充分 大 ，]ie| +a 中 二 5， 
Bp le < ev la), 令 p00, 可 见 vCa) S|)!， Ya 
nn. 因此 ， va) 一 [0 

(2) 设 ae RCA)， 由 于 RCA) 一 RCAW)， 这 里 4 一 A 十 CC， 


要 立 册 


洛 妨 设 A 有 单位 元 =， 依 定理 1.4.14，〔e 二 5o) 有 逆 ， Vb E44. 特 
别 对 任意 的 0 过 AEC， (Ke 一 后 ia) 有 道 ， 因 此 ,oka) 一 如}。 
命题 1.5.3 定 必 冰 数 
so intf lt, Are = inf 
”*o By vo yl 

(1) x 是 广义 左 或 右 罕 因 于 , 当 旦 仅 当 ，8fs yy 或 dw) 一 0， 

《2) 广 愉 堆 因 子 必 然 是 无 道 的 ， 

(3) 红 、 下" 是 4 上 的 连续 函数 ;特别 地 ,广义 左 零 因 子 
人 全体, 广义 右 零 因 于 全 和 体 ,以 及 广义 零 因子 全 体 都 是 4 的 闭 子 党 。 

证 《1) 与 《2) 是 显然 的 ， 今 证 〈3)。 对 任意 的 xye 4， 
碎 VyeA, 

gx) < zl Cz — 772 + yz 
过 x 一 十 jz 站 yz 
因此 ,，g() 寺 ] 一 各 十 gty)。 同样 ，g 6) 志 x 一 9 十 8 (x). 
因此 ,|g(x) 一 gt 扫 有 一 州 ， 即 红 ')》 是 4 上 的 连续 函 
煞 。 相 仿 式 *，) 人 也 是 连 纺 的 ， 证 毕 ， 

命题 1.5.4 设 4 是 有 单位 元 的 Banach 代数 ，GC 一 GOAD 
是 4 的 可 闭 元 全 体 ， 

《LI) 设 sr 一 3 tc 但 *g， 则 * 是 广 久 零 因 子 ; 

(2) 设 xE A，4E Bo(lx)， 则 (Cx 一 4e) 是 广 闵 零 因 子 ; 

C3) 广义 寡 霉 元 必 是 广 交 堆 因子 ,特别 ,根基 中 的 元 都 是 广义 
零 因 子 ， 

证 《1) 依 命 题 1.3.3 的 (2)} 立 见 。 
4 于是， (x 一 4,6) 一 (x 一 4e). 
青 由 《1)， 即 见 (# 一 4e) 是 广义 零 因 子 。 

(3) 设 se4 afca) 一 {10},， 于 是 ，0&€ acfe)。 今 依 (27， 
a 是 广义 堆 因 子 。 证 毕 . 

命题 1.5.5 设 4 是 Banach 代数 ，R 一 RCA) 是 它 的 根基 ， 
则 对 侍 意 的 x EA, olx) 一 oAx)， 这 里 是 * 在 4/R 中 的 正 


= 一 


则 滨 象 。 
证 无 妨 设 4 有 单位 元 *。 显然 oC#) 一 0(X)。 今 设 4 把 
ox*)， 于 是 有 ye 4, 和 使 得 了》 是 (x 一 102 的 逆 , 即 
He— (x— Aie)lyeéER,v—e— y(tx— Ae}e R, 
但 及 中 的 元 都 是 广义 寡 堆 的 ,从 而 ，ke 一 起 与 (6 一 在 4 中 
有 逆 ， 叉 
Cr eyte — HD) (es) Yr ie) =e, 
因此 ，2 关 az。 证 毕 。 

命题 1.5.6 设 瑟 是 Banach 空间 ，B(X) 是 居中 有 界线 性 算 
子 全 体 的 Banach 代数 ,出 

BCX)》 中 无 逆 元 的 全 体 

一 BE( 义 】 中 广义 左 , 右 零 因 子 的 全 体 ， 

证 显然 广义 左 、 右 零 因子 都 是 无 道 和 的 、 今 设 T 是 BCXY) 中 
的 无 逆 元 ， 

如 困 0 是 了 的 点 谱 ， 相 应 有 本 征 矢 E 分 解 革 一 [5] 土 X,， 
其 中 X， 是 的 闭 子 空间 ， 相 应 决定 了 到 [$] 上 的 投影 了 ?， 则 
TP 一 0。 因此 ,TT 是 广义 诺 等 因子 . 

如 困 0 是 了 的 镜 余 谱 , 将 有 0 志 j € XX*， 使 得 fCTX) 一 {人 }. 
分 解 X= 二 151 十 XX， 其 中 XX 是 1 的 零 空间 ,及 大 一 1， 相应 
决定 下 到 [#] 上 的 投影 了 ， 则 PT 一 和， 因此 ,T 是 广义 右 考 因 
子 .。 

最 后 ;如果 0 是 了 的 连续 谱 ， 将 有 #.€ 三， 一 1， 使 得 
Te 一 0。 取 了 EXY，| 放 一 1， 令 四 乒 = fev: 
EX)， 风 有 ,他 出 一 上 # :f= 1 并且 

HT .@H = TS 2B = | TE 0, 
因此 ，T 是 广义 去 等 因 了 于 ， 证 毕 。 


$6. 函数 演算 


设 4 是 有 单位 元 的 Banach 代数 , a€ A, pC，) 是 多 项 式 ， 
" 3 " 


我 们 可 以 当然 地 定义 4 中 的 元 素 p(a) ,并 依 命题 1.2.9 ,oCp(a)) 二 
pota))。 今 车 4(，) 也 是 多 项 式 , 六 县 0& g(aola)) 一 olg(e))， 
外 g(a ”存在 ,于 是 可 以 定义 
《9 pe) = gla) pla). 
这 样 对 于 有 理 多 项 式 环 
Roy 一 《9 :pz 多 项 式 , 且 0% gCoCo))}. 
a 的 函数 有 了 定 久 ,并 且 容 易 证 明 fp 一 (4 的 (Kae) 是 R(o) 到 
4 中 的 (代数 ? 同 态 ,以 及 保持 谱 的 台 照 性 质 . 
现在 我 们 要 把 它 推 广 到 更 大 的 函数 类 上 去 ， 
引 理 16.1 设 了 基 包 国 ota) 的 可 度 长 的 封闭 曲线 , 刚 
—1 
2 
证 依 定 理 1.2.7, (a 一 ze》! 是 (CV\ola)) 中 的 和 拓 值 解析 孙 
数 , 于 是 对 充分 大 的 正 数 r， 
一 ] 一 1 一 1 一 1 
二 = | 一 ze lr 到 2 1 《6 一 ze) dz 


了 TS 25f ， 


1 1 之 Gi” 
2 ji 1 (2) dx 一 


时 三 习 


| (qa — 26) dz 一 


证 毕 。 
5 引 理工 6.2 如 果 1(*)e Ra)，1 如 引 理 1.6.1， 则 
rea) bz ris}(a — ze) dz. 
证 设 1(s) 一 g(x) ptz)， 这 里 0&9Cote))， 于 是 cpt2) 
X g(a) 一 9(2)p(a))(a 一 se 是 az 的 多 项 式 , 从 而 可 写 
{rr(3) — ro) ta 一 sc) :一 >) iCF) TL 


其 中 祷 EE Rta), i 二 当然 ， 攻克 2 de = 0， 于 是 恨 引 理 
T 

1.6.1 ， ; 

二 >， rie)(a 一 se) ds 


» 3 * 


-之 | yaa — ze)-1dz = ro， 


证 毕 。 
今 若 fC(，) 是 复 平面 C 的 开 子 集 如 中 的 复 值 解析 函数 ,并 
cla)CCU， 首 先 ,在 局 中 必 存 在 可 度 长 的 封闭 曲线 T ,使 其 包 
围 ota》)， 事 实 上 对 每 个 1& cle), 可 取 以 1 为 中 心 的 闭 正 方块 二 
1。 由 sfe) 的 紧 狂 ,将 有 刀 中 的 有 限 个 正方 块 , 使 其 并 履 盖 ota). 
因此 ,满足 要 求 的 T( 可 以 由 有 限 条 线段 组 成 】 存在 ， 其 次 ， 积 分 


[fCD Ce 一 ze)-ids 显然 与 满足 要 求 的 T 的 选择 无 关 . 于 是 我 们 


作 
定义 1.6.3 记 
H(a) 一 {11f 是 在 oCa) 邻 域 中 扔 析 的 复 信函 数 )， 
当 fe HKa) 时 , 令 
Ko) 一 = | fe — scids, 


其 中 是 全 于 区 最 中 | 可 度 长 的 封闭 明 线 ,并 上 名 国 CCz7。 
显然 ，RCa)CH(Ce), 并 且 如 果 rrC* 7)6E Re 依 引 理 1.6.2， 
(a) 的 自然 定义 与 上 面 用 阅 道 定 浆 是 一 致 的 
定理 1.6.4 (1) 了 -fCo) 是 H(to)》 到 4 中 的 (代数 ) 同 态 ; 
C2) 设 f,，fFE Re 并 且 在 oa) 的 某 个 紧邻 域 中 , f, 一 
致 节 收 项 于 让， 则 jf,(0a) 一 fj(a); 


(3) 设 fm 一 ui 在 1z| 之 + 中 解析 ,这 里 + 之 v(a)， 


则 f(s) 一 可 aat， 右 边 的 级 数 依 范 数 绝对 政策 
证 《1) 设 fge HCa)， 在 它们 共同 解析 的 区 域 中 , 取 围 道 
rr 如 图 ,于 是 
fag(o) 一 -| | fe) 
» (a 一 0)- — se) idrde’. 


注意 
(a— ze) (a He) = (r— 2 
— ec) '— (tC— ze)), 
有 从 而 


Fe)e(o) 一 | 2 gr 


-TF 


em 1 g(x Ia — g'e) ds’ 


+ < | Face _ ze) | 2 da’ 
= | fed Ce — se) ds ~ CECa). 
C2》 是 显然 的 . 
(3) 取 je) 一 Dy orn, 于 是 依 《2)， 及 引 理 1.6.2 立 得 ， 
证 毕 ， 
注 “特别 对 整 函数 f(s) 一 。"， 将 有 fCo) 一 如 二 


六 二 科 


定理 1.6.5 ‘ 谱 有 观照 定理 ) 如 果 了 ECKe]， 则 gCf 00))== 
tata)), 
证 设 B8 是 包 合 {gtaj ge HCa)} 的 4 的 极 天 交换 子 代数 ， 
依 命题 1.2.11， 
GaCa) da) of lad) = olf Ca)), 
骨 用 区 亦 Banach 代数 理论 , 厌 可 得 证 ， 
注 ”详细 见 命 题 2.1.6。 这 里 并 没 右 膛 辑 上 硒 环 论证 的 问题 。 


是 了 全 


命题 1.6.6 设 je Ho)，” 是 非 负 整 数 , 则 
foo) 一 De | TCD (Ce 一 se) eds, 


这 里 了 如 定义 1.5.3 所 取 ， 
证 ”如 图 取 力 道 T,， 它 也 在 了 的 解析 区 域 中 , 则 


we 


Ta 


fa) 一 | fe ~ se) tds 


Zr 


st 二 —— 一 1 nl rs —nm—1 
7 jC we) lag |， 二 Iw tw 一 人 dw 


一 如 . 一] Nl ee)! 
7 | f Cw dw 了 | Cw 2) (Ca—ze) ‘ds 


— 2 1， f Cw) we — a) "td 


2 


se C1)"iin! | .10 __ ze "de, 


了 


证 毕 . 
命题 16.7 设 ole) 一 【J Ai， 这 里 【Ai} 是 互 不 相交 的 非 


空 紧 子 集 族 , 且 “> 1!。 则 存在 .4 中 的 因 等 元 淡 {py}， 使 得 
pia apis olapi) — 0} U Aj, Vi, 
Hpie™— 0, Vi A, Dpi™e, 
此 外 ,对 每 个 js 有 Bi 和 使 得 ohi) ™ Aj, 
证 ” 取 互 不 相交 的 开 子 集 族 {Oi}, 使 得 Uj 坟 Ajy，YWi， 对 


sm 当 5 = 


每 个 命 

Mm zE Uj, 

如 zwEUi 而 大 过 刀 

于 是 jE HCe), 设 二 一 Ce)，Wij。 依 定理 1.6.4, 立 见 
Pe api, pi™ pi, Yi 


i, 
有 Ke) 一 忆 


Pipi — 0, Yi Sx, Zr —e. 


api = (shi a), oy) = 0, 1}, 依 定理 1.6.5, ol(api) 一 
{0}U Aj;, Yi, 

对 每 个 j， 取 定 46 和 Ai， 并 设 所 是 ata) 分 域 中 的 解析 咒 
数 , 使 得 

Ein) = 
再 令 广 一 中 ， 则 co 玫 UA 一 A;，Yij， 证 毕 , 

定理 1.6.8 《复合 定理 ) 设 gE€EH(a),， 了 EH(g(a))， 则 
fata)) = (fog)to), 

证 Ff 在 stg(a)) 一 gotq)) 的 邻 域 中 和 解析 ,在 这 个 邻 域 中 
取 可 度 长 的 封闭 曲 浅 下， 使 其 包围 gtz(te)), 设 荆 包围 的 开 区 

域 为 U8(o(t9)))，, 于 是 ，g 《VF》 将 是 包含 oz 的 开 子 集 ， 

今 取 可 度 长 的 封闭 曲线 了 ， 使 其 包 力 cla), 同时 Tee CV), 
及 ICe 的 解析 区 域 C 如 图 )。 由 此 ， 


fale) 一 3, fo) ga) — we) dw 


2 
| fw) dw | ds 


ey r ES 一 绍 


| 一 上 — 一 量 一 上 Fo 
| Ca “] 和 2 |. giz} — 0 “2 


~— | C060) — se) dz ~ (fo8)Ce). 
证 毕 ， : 
§ 7. 赋 范 可 除 代 数 


定义 1.7.1 设 4 是 有 单位 元 的 代数 ， 它 称 为 可 除 的 , 指 有 4 
中 任何 非 零 元 者 有 六 ， 、 

定理 1.7.2 (Gelfand-Mazur) 加 果 4 是 有 单位 元 e 的 Ba- 
nach 代数 ,并 且 可 除 , 则 4 宕 交 。 

证 ”对 任意 的 egE 4， 必 有 4E€ ala) (定理 1.2.7)。 但 4 是 
可 除 的 ,因此 ， a 一 4s = 0， 妈 见 4 人 苦 C， 证 续 ， 

注 ”本 定理 首先 由 S.Mazur 宣布 C[41]), 后 来 LM.Gelfand 
给 出 证 明 《[18]》 这 里 的 证 明 属 于 C.E.Rickart 〔[49])， 

命题 1.7.3 如果 4 是 赋 范 可 除 代数 , 则 4 半 CC, 

证 记 4 是 4 的 备 化 ， 则 4 是 Banach 代数 ， 对 任意 的 
gE€ A， 必 有 4€ oata)， 即 Ca 一 4e) 在 4 中 无 逆 , 从 币 也 在 4 
中 无 道 ， 但 4 是 可 除 的 ， 因 此 ，o 一 4e 一 0。 这 就 说 明 4A4 衬 CC 
证 毕 ， 

命题 1.7.4 设 4 是 在 单 位 元 e 的 赋 范 代数 ， 并且 满 足下 列 条 
性 之 一 : . _ 
《1》 4 中 任意 非 零 元 有 左 道 ; 

(2) 4 中 的 广义 零 因子 只 能 是 0; 

(3) 存在 常数 > 0， 使 得 

lx yl Bryll, Vr,y€ A; 

《4》 4 完备 , 且 对 4 中 的 任意 可 逆 元 *， 在 x 着 一 xi|-!， 
[ 岂 放 枚 一 和 师 

证 (1) 设 # 是 4 中 的 非 零 元 ,于 是 有 56 4， 使 得 ja 一 e. 


» 3 = 


自然 总 关 60， 又 将 有 cE 4 使 得 c6 一 z， 从 而， 
gr cm ethba) = (eh) 0, 
即 Ba 一 2 一 路 一 45， a 有 道 6 今 依 人 年 同 17.3,A 宇 忆 , 

(2) 设 4 是 4 的 备 化 。 对 任意 的 a€ 4, 将 有 26 B602Ca》 
依 命题 1.5.4，(e 一 ie) 是 4 中 的 广义 零 因 子 。 但 4 在 4 中 
条 ， 人 恢 广 六 和 零 因 子 的 定义 1.5.1，ke 一 Xe) 也 是 4 中 的 广 浆 过 因 
子 , 今 依 条 件 (2),， 4 一 4 一 0 因此 ，4 兰 CC， 

《3 居 gC*),dC*，) 风 命 题 1.5.3) 的 定义 ， 

| Be tx), xl < par), Vx € A, 
如 妹 * 为 4A 中 的 广义 霍 因 子 , 则 gr) 一 dx) 一 0， 从 而 x 一 10. 
今 信 (2),，A 衬 CC. 

《4) 记 寻 中 可 道 元 全 体 为 如 ， 非 零 而 无 逆 元 全 体 为 $5， 于 是 
有 A4\{0} 一 GUS (不 交 并 ), 自然 G 是 (AN\10}) 的 开 子 集 。 如 果 
toc 妇 一 4%ES， 依 命题 1.3.3 ;|xs 攻 一 ceo。 从 而 ，|z| 一 下 z 守 | 一 
0， 这 与 * 天 0 相 矛 盾 ， 因 此 ，G 是 《4N{0}) 的 既 闭 又 开 子 集 。 
但 A\10} 是 连通 的 , 因此 ，5 一 中 今 依 定理 1.7,2, 4 宕 C。、 证 
证 


$ 8， 实 Banach 代 数 


本 书 一 般 痢 在 复数 域 上 进行 讨论 ,但 本 节 将 考察 实数 域 的 情 
定义 1.8.1 4 称 为 实 Banach 代数 ， 指 它 是 实 Banach 空 
闻 ， 其 中 定义 乘法 使 之 成 为 代数 ， 同 时 使 得 jlxy| 专 dx * lyll， 
SEE | : 
为 了 处 理 实 Banach 代数 用， 一 个 自然 的 想法 是 把 它 “ 复 
化 : 
4 一 
dc 目 然 此 为 复数 域 上 的 代数 。 现 在 的 问题 是 如 何 对 A， 峰 范 ， 
午 之 成 为 复 Banach 代数 ,并且 保持 A 上 的 示 数 不 变 ? 


时 当 


如 未 4 没有 单位 元 ， 代 替 4 考虑 4A 一 4 十 R， 相似 于 命题 
1.1.2， 可 以 成 为 单位 的 实 Banach 代数 ， 并 保持 4 上 范 数 不 
变 。 因 此 ,我 们 无 妨 设 4 有 单位 元 e, 并 且 ells 一 1。 自然 , e 也 
将 是 Ac 的 单位 元 。 

对 yed4 记 | 寺中 [一 | 中 十 | ， 并 在 Ac 上 定义 


| 1 
lx + iyl’ = sup je kz + iy)| 
9 Ai 


= sup-—l— Clxcosd — y sinOls + Hrsindtycosd le), 
a /2 


其 中 6 [0,2x]，x,y& 4。 易 证 外 用 舍得 Ac 成 为 秘 Banach 
空间 ,并 保持 4 上 范 数 不 变 , 以 及 有 不 等 式 
万 《jz tly]x + i Cx + lyls). CC#*) 
la + iBh = sup{fiCa + ipYCe + jd | le 十 过 | Sl}, Washbe A， 
即 js 十 动 | 芒 是 把 (g 十 站 》 宁 为 《Ac 上 :J) 中 左 乖 以 (o 十 
让) 所 定义 的 有 界线 性 算 子 的 范 数 。 由 于 je 一 上 tx 一 1, 及 
(六 )，、 我 们 有 
le iol le + Bl sup{(hac — ball, 
+ lead + Bel ls + ial’' 1} 
< sup{(Cllella + 5a) * Cllells 
十 ze + jial < 11 
< v2 0a + ola) < 2le + Bh. 
因此 ,tAc, 上 * 上》 是 复 Banach 代数 , 且 对 任意 的 eg 4 
alls = lel < sup{lete + i le + ia 1 
= ys Peceos — gd sin Bl 


+ lacsing 二 adcosgl sell sup 
1 入 于 让 


CL 


sup (leecoso — dsing|s + le sing 


二 字 业 生 


十 dcos 有 lz 一 oj， 
从 而 ,我 们 有 

定理 1.8.2 设 4 是 实 Banach 代数 ， 则 在 4c 一 4 二 4 上 
可 以 峰 范 ,使 之 成 为 复 Banach 代数 :并 且 保 持 4 上 的 范 数 不 变 ， 

注 Ar 上 满足 定理 受 求 和 的 范 数 不 必 唯 一 ,但 所 有 的 均 相 瑟 
等 价 。 此 外 ,当然 本 定 埋 对 于 赋 范 代数 ( 即 不 要 求 空间 依 范 数 的 完 
备 性 ) 情 形 也 是 成 立 的 ， 

-定义 1.8.3 设 4 是 实 赋 范 代数 ，se A, 令 cfg) 一 1EfRI 
(az 一 4) 在 4c 一 《4 二 i4) 中 无 遂 拓 如果 4 有 单位 元 ,或 一 
{2Eelke 一 3 在 《dc 于 CD 品 无 逆 久 如 4 无 单位 元 )， 即 kecy》 
二 作为 4- 中 元 的 谱 集 . 

命题 1.8.4 没 4 是 有 单位 元 = 的 实 幅 范 代 歼 ，oeE 4， 则 

(1) ola " 指 复 数 共 罗 ; 

《2) (1 十 5E ola)， 妆 且 仅 当 ，(Ca 一 1 站 十 we) 在 有 4 
中 (等 价 于 在 Ac 中 ?无 道 ,这 里 we 及。 

证 (1) 设 B8 是 Ac 的 备 化 ,为 复 Banach 代数 ， 因 此 ， 
Oak 关 由 。 但 of 的 一 opte)s 所 以 ,of 设 Tip) 六 tg)， 
将 有 c,d 4 使 得 (a 一 (十 ip)e)e + id) 一 (Ce 二 jC 一 
(1 十 fx)e) 一 ee。 于 起 

Ca— ee 十 RE 一 Ce 一 he 十 PE = e, 
(Cam 3 一 一 -Re 一 
由 此 也 有 
Ca thi ee id = ce ida (Nig)e) = ee, 
了 C4 一 in) ole)， 从 而 ，o(6) ~ ola), 
C2) CAE oq) > A i EE vole) 
和 > (a 一 (4 土 ipg)e) 在 4 中 无 遂 
(am (+ ine Cae (in)e) 
一 (Ke 4)’ 十 pe) 在 A4:《 等 价 在 
A)》 中 无 道 ， 


ee 


证 毕 。 
定义 1.8.5 有 单位 元 的 实 赋 范 代数 称 为 可 除 的 , 指 它 的 任何 
非 零 元 有 道 。 

定义 1.&6 实 四 元 数 代数 也 指 它 是 实 四 维 线 性 空间 ， 它 的 
基 . 
1=—(1,0,.0,0), i = 01 0.0), 
7 00,1,0), 《一 (0.0.0。17 
满足 飞 东 规律 : 

ll, 

lei=ir*loi, lrj>=irloi, lA-k li 

并 一 

命题 1.87 对 7 一 (8005256454) EE， 定 尽 

ll ~ (P58), 

则 日 是 实 可 除 的 Banach 代数 ， 

证 经 计算 可 网 lxy| 一 x] * 上 yl ,Vx,y€ HB. 又 车 * 一 人 人， 
Gs sa) EL， 令 z+ 计算 可 得 

Xx x = |x): 1 

因此 , 当 x 关 0 时 ,* 在 身 中 必 有 逆 ， 证 毕 ， 

我 们 下 面 的 目标 是 证 明 ， 任 何 实 赋 范 可 除 代数 必 周 构 于 R， 
C 或 HH 注意 及 ，C 看 作 实 吨 范 代数 《代数 构造 及 范 数 依 通 党 的 
意义 ) 是 交换 的 ,但 再 是 非 芝 换 的 。 首先 建立 几 个 引 理 。 

设 4 是 实 赋 范 可 除 代 数 ,单位 元 为 1。 念 

B= ixe Al~—re Re 1}, B= Ix A|—x 1}, 
这 里 民 : 表示 非 负 实数 的 全 体 ， 显 然 ，B, 之 8， 

引 理 1.8.8 8 是 4 的 ( 实 ) 线性 子 空间 ,8 一 RB， 并且 
A BR, 

还 ”对 任意 的 a€ 4， 依 命题 1.8.4, 有 4,p&R, 使 得 (Ca 一 


13 为 方便 诈 3 我 们 把 单位 元 与 数值 1 缉 滞 > 请 读 着 自行 识 唱 。 
.1 


1 壮士 pp 在 4 中 无 道 。 但 4 是 可 除 的 ,因此 ，fka 一 和 一 到， 
到 Qe 一 056 卫队 而 可 写 
ae 一 (一 41) 十 26E 瑟 十 及 . 
今 指 出 a 一 5 十 4 (5EB, 4&R) 的 分 解 是 唯一 的 ， 车 另 有 分 
解 se 一 下 十 入 《下 ER)， 则 
yb+i+{ti— 4). 
由 于 如 ,bE BR， 以 及 
Pip 20— 15 二 LY, 
因此 ，( 一 295be RR。 同样 ，(X 一 D5 E BR， 如 果 7 一 *， 则 
b= 肪 达 开 目的， 否则 8 与 FE BNR.。， 依 B 的 定义 ， 六 一 


87 开 0 ， 从 而 可 风 bY — 1). 这 将 与 束 一 0, 4 号 米 相 


蔬 盾 。 因 此 分 解 崔 一 . 
尚 须 证 明 8 是 线性 子 空间 ， 显 然 ，RB 一 B, 今 设 +,y€ 8B， 
可 只 一 分 解 
十 yA 芋 一 一 # 十 产 
这 里 ww,veB,，4,wE R， 由 于 
27 + 2 (x+ yt ry 
= 二 二 二) 2A 二 m9), 
记 428 十 pz 一 t 由 上 式 可 区 a€ R。 由 于 
一 和 村 十 全 吓 gar 二 0, 
及 (一 1#),av€ B， 依 分 解 的 唯一 狂 ， a 于 0, 凤 iw 十 jv 0 
由 此 ， 
Ctart py + pr 
Qt rt (Oo)y+ (+), 
依 分 解 的 唯一 性 ， 下 十 天 一 0。 因 此 ,+ 十 ?一 #E 了 3。 
此 外, 4 是 可 除 的 ,4 中 将 无 非 零 的 舌 堆 元 ,从 而 , 如果 bE B， 
关 0 天 一 一 2， 必 然 有 2 盖 0。 因 此 ， 互 一 及 8 ， 证 毕 ， 
引 理 1.8.9 设 xweB i 记 Wln) 一 {x€ Bluxt B}, WM B= 
Ww) ti Ru, 


时 二 


证 设 x€ 8， 依 引 理 1.8.8, 可 唯一 地 写 wx 一 了 十 4， 其 中 
ye 了 ,2ER 于 是 依 wx& 了， 
wrt tun) = Hr i yt€ BRB, 
(Cx 二 4w)E 号 因此 ，(Cz 十 144) E(w)。 从 而 
X= CF Aw) — inE HEN) + Ru, 
自然 到 (ww) 基线 性 的 。 今 车 有 a Ef R， 使 得 gn W(w)、 和 干 是 ， 
moar onE B. 到 依 B8 的 定义 ，s 一 0。 因 此 ， 
B= WW)Rsu. 
证 毕 。 
引 理 18.10 设 wpcB， 且 5E 太 人 a， 则 we B， 且 . 
HD < —-¢#f 
证 ”由 于 vEW(W)， 因 此 ，wzv EB, 邑 (at 站 一 一， 这 里 
2< 有 +。 于 是 
VU VRID = HY A 
8B 是 线性 的 ，2(wv 十 2s) 一 (2# 十 v8} 一 (x 一 v)ER， 因 此 ， 
(一 4)wvER。 注意 0 二 wvE B《 因 若 vr 一 0， 出 #5 * 4 一 0 一 
一 #， 这 与 wt 下 相 了 矛盾 )》， 及 8 个 R 一 {0}， 因此 ,14 一 1， 即 
HY yi 
进而 ，(ws 六 二 一 一 一 1 ， 所 以 , wv BL， 证 毕 。 
定理 1.8.11 没 4 是 实 峰 范 可 除 代 数 , 则 有 4A 到 只， 或 GC, 或 
HH 上 的 (代数 ) 同 构 了 ， 使 得 Tal 一 pvCa) ,Va€ 4 
证 由 引 理 1.8.8, 如 果 BB 一 40}, 则 4 寺 RR, 
如 果 8 是 一 维 的 ,由 8B 一 Ri, 基 i€ 4, 并 有一 一 1 于 
是 ， 
4 一 Ri 二 RS 
今 设 dimB 关 2。 取 1 本， 依 引 理 1.8.9， 瑟 ( 门 关 {0}。 从 
而 又 可 到 jEWODN BJ。 再 由 引 理 1.8.10, kjj 一 一 ji€ 8B,, 
此 外 ， 
Ri i ki i 
相似 地 ,上马 一 一 认 一 j。 今 证 明 


四 上 痢 雪 所 


B= RRiTRATL, 
这 里 工 一 存 仆 们 VON 作 WC(A)。 训 实 上 ,由 引 理 1.8.9， 
Be WNTRi= WDTRi -WOE 十 有 天) 
于 是 对 任意 的 *E BB， 可 唯一 地 写 
rat+o, a—mb+ Pi, b=e + 7 
其 中 a EO( 扑 ，bEWO), cEW(RD), a,8,YER。 特别 ，4 与 
zeE BB, bs BeB, ec 与 ec 号 因此， 
i ia— i— ri i — RriéB, 
了 即 eeE WC 同 祥 二 16 一 了 DOD 一 四 一 TiIEB, cE€EWIN. 
因此 ,ce EWODNWODN WC 一 上 于是， 
fr 二 Pi 十 YR 二 cE(Rit Ri 二 RELY, 
今 若 有 4,k,pERR,d€ 工 ， 使 得 
让 十 jj 十 时 二 dd 一 0 
上 式 左 乘 以 记 则 (有 一 十 4) 一 4 一 0。 由 于 BNR 一 {0}， 
隐 玉 《8 无 一 打 十 训 ) 吾 因此 一 0， 相 由 地，A 一 > 一 0。 进 
而 了 一 0， 所 以 ， 
B— Rii+Rii+RA+L, 
下 面 证 明 工 一 10}。 若 不 然 , 蕊 有 xELNB， 依 引 理 1.8.10 ,1x， 
xRrE Bi BH. 1x = xi, 1X 一 x 业 
—Rx rR ri x x oR, 
即 Kx 一 0， 这 与 ze B， 相 亨 盾 。 所 以 工 一 {0}， 以 上 证 本 
了 : 当 dimB8 守 2 时 ，A 宇 六 , 
记 上 而 所 说 的 4 到 R, 或 C, 或 日 上 的 (代数 ) 疝 构 为 了， 
则 闪 命 题 1.8.7， 
Txyh = Tx (Ty, Vr,y€ A, 
如 果 把 |T， |] 看 作为 4 上 的 新 范 数 ,也 使 得 4 成 为 实 峰 范 代数 ,并 
且 由 于 dim4 < ce ， 新 范 数 与 4 上 原来 的 阔 数 等 价 , 由 此 ，、 骨 新 
范 数 可 以 计算 4 由 元 素 的 谱 半 径 , 即 
via) limlTerl®” ~ Tal, Vee A. 


时 半身 1 + 


系 1.8.12 交换 的 实 同 范 可 除 代数 六 同 构 于 R 或 忆 , 

注 本 系 还 有 下 面 的 简单 证 明 。 设 4 是 变换 的 实 赋 范 可 除 代 
数 , 并 且 不 同 构 于 R， 于 是 有 me A\NR。 4 是 可 除 的 ,因此 无 
实 谱 。 设 (m 十 该 )E olm), 这 里 色 半 0。 令 

z 一 《一 《om 十 说， + i CO— 0) 

如 果 z 关 0, 则 zz 有 逆 ( 因 zz 一 Bi 一 0) 十 Polxw 一 a0) 1€ 4), 
这 与 《as 十 iB02) otzo) 相 艺 盾 。 因此 ，* 一 0， 即 
《2 一 加 十 而 一 0。 


记 


则 吕 玫 一 1。 从 而 ,RNRi 一 40}, 

若 男 有 j€ A, 六 一 一 1， 则 由 于 4 是 交换 的 ， 

和 下 一 一 有 (十 全 
用 又 是 可 除 的 ,因此 ,一 记 或 《一 站。 由 比 ， 
A= RIiiRC, 

从 上 面 和 的 证 有 明 可 以 看 到 ;交换 的 实 赋 范 可 除 代 数 4 同 构 于 RR 或 C， 
其 判别 法 则 在 于 ,方程 十 1 =0 在 4 中 是 否 有 解 ， 

注 这 里 定理 1,8.11 的 证 明 来 自 于 L. EE. Dickson 的 [10]. 


39. 半音 纯 Banach 代数 范 数 的 唯一 性 


设 4 是 Banach 代数 ， 1x;} 是 4 的 不 二 约 表示 (定义 1.4.5)， 
这 里 是 Banach 空间 ,并 且 x(tA)CCB(X)，B(X) 是 三 由 有 界 
线性 算 子 的 全 体 ， 

引 理 1.91 记 人 nA) {DE LOOI DAC) = #(Ca)D, 
Wa€ A}, 这 里 LC(X) 是 X 中 线性 段子 (不 要 求 连续 ) 的 全 体 ， 则 
二 

证 设 De 妇 ,于 是 ， DX 与 serD 都 是 x(A》 的 不 变 子 


s 只 5 = 


空间 ,从 而 ，DX 一 {0} 或 和 ,及 kerD 一 X 或 {0}. 若 Dw0， 
则 DP 久 ， 这 时 自然 有 kerD 一 104， 因 此 了 是 一 一 的 ， 这 说 
明 静 中 和 莓 个 非 雷 元 在 LC(X》 中 必 有 逆 , 自 然 这 逆 仍 属于 才 . 
取 定 0 志 上 EX， 依 命题 1.4.6，L 一 kert, 一 {9 € doco 一 
0} 是 4 的 航 大 正则 堪 理 想 。 定 义 Banach 空间 4 L 到 Banach 
空间 关 的 线性 瑞 象 VU; 
Ua 一 maoE， Yo se AiL, 
由 于 xCA)50 一 让， 因此 ,UAIL 二 站 如果 Uam0, 则 so€L， 
Ya€ ， 因 此 ，# 一 6。 从 而 ,UU 也 是 一 一 的 ， 
今 车 DE 多 命 了 一 UTDEd( EE AIL)， 即 
万 5 一 Ub 一 rlb)to, Yh EE, 
对 尾 意 的 3€ A/L，aE€ 8， 
Uab 一 zx(ab)s, 一 za)Ds, — Da(a)t, 一 了 DID3。 
因此 ， 一 0DU5。 从 而 依 A1L 中 范 数 的 定义 ， 
opval ~ edt < el eh. 
但 a€ #E AiL 是 任意 的 ,因此 ，F -BE 是 AJL 中 的 有 界线 性 
算 子 ,并且 TDP < 1 
现在 定义 | 万 | 一 107DUI。YD& 玉 ， 则 〔( 辐 ,|、， 1 将 是 
赋 范 可 除 和 代数 ， 依 命题 1.7.3， 环 兰 C， 证 毕 。 
引 理 .9.2 设 {8,5}(C 己 区) 是 线性 无 关 的 , 则 存在 a € 4， 
使 得 
xa) = 0, ro)ss a 0, 
证 着 所 要 求 的 不 存在 , 易 风 将 有 
kert Ckerct,, 
注 疙 x 过 三， 从 而 我 们 可 定义 藉 中 的 线性 算 子 了 ， 
Tx(lo)E = x(a)ts, waE A, 
由 于 对 任意 的 #,5€ 4A， 
TxCh rt od) 3 人 总 2 ™— mb rta)t, 四 TA aE,, 
因此 ，T 贸 ， 依 引 理 1.9.1, 有 4X4€C， 使 得 了 一 4， 于 是 ， 
Xe ws 融 


4 


x Ct) 0, Yat dA, 
xz 是 不 证 约 的 ,从 和 而，18 一 总 一 0。 这 与 [小 线 仁 汛 关 相 训 
盾 。 办 此 ,存在 a€ 4， 使 得 xCa)#1 一 0, x(a)51 隆 0, 证 毕 。 
引 理 1.9.3 如 果 {85.,-…-，tn} 《性 X) 是 线性 无 闫 的 ， 则 有 
ak 4 使 得 
zf 0 一 0 
下 # 一 2 即 为 引 理 1.92。 今 设 (# 一 站 (# 2) 已 成 立 ， 
于 是 有 5 4， 佑 得 
bE 0 Ei 2 rE, x0. 
如 未 zf(515s 一 0， 则 获 证 。 因此 可 设 x(b)8n 关 0，,， 即 有 
bE 4， 使 得 
nb 0 Ei 2， 01) 
CE)E, 天 区 x ChE, 
如 果 {wwC5)8,-i,7C5)5E,} 是 强 性 无 关 的 , 依 引 理 1.9.2, 将 有 
及， 使 得 
me)ntb)Es 1 0, wlohe, 0, 
从 而 ， 
edb) 0, li 1, x(Ceh)s, 0. 
义 将 歼 证 。 因 此 ,可 以 假定 有 0 关 46C， 使 得 
rt BE a BE,. (02) 
注意 {5 一 。)} 是 线性 无 关 的 ， 依 归纳 假 
设 , 有 de 4, 使 得 
rd 0 EESp 2 AE (3) 
如 果 zf 人 二。 = 0, 圳 | zd, = 0 ,1 < i < 去 大 一 1 ,rad)e, = 0, 
刀 获 证 。 所 以 可 设 
xd 0, (4) 
如 果 {wd)#,1sn(d)8s} 线性 无 关 , 依 引 理 1.9.2, 有 FE 4， 使 得 
x rd 0,r(f)r(d)s, 5 0. 于 是 ， 
fd 0, I ESn—1, x(fd)t,. 和 
将 达到 目的 。 从 而 可 设 有 gE C， 使 得 


和 


pr CE 四 二 5。 C5) 
《注意 && 可 能 为 0, 因为 x(d)s。 可 能 为 0, 但 这 并 不 影响 下 面 的 
证 明 ), 直 37,5 天 今 合 (4) 及 二 的 迁移 性质 (命题 1.4.6)， 
有 E44 使 得 
rf ra Es = ChE, Ls (6) 
现在 命 a 一 卢 一 fd; 依 (1),(3) 及 (6)， 
ati=0, 11? 一 1, 
又 依 (C2), C5), 6), 4 二 及 《1)， 
ae, — rh)E, — rf CDE, 
一 1 法 si url rl dE, 
一 《1 一 (5 天 0。 
证 毕 ， | 
35| 理 1.9.4 设 S~{oeAllal 寺 1} 是 4 的 单位 球 ，0 关 
SoE XX, 工 是 A 的 闭 左 理 想 , 并 且 . 
工人 kers 一 lee€ Alxta)ts = 0}, 
则 有 2 之 00， 使得 
xt SF LN SS) so. 

证 ker&。 是 A 的 极 大 正则 左 理 想 ， 相 应 的 用 的 赤 正 则 表示 
{0o,A/kerto} 是 不 可 约 的 。 由 于 让 《 工 在 A/ker5， 中 的 正则 映 
象 )] 是 = 的 非 零 不 变 子 空间 ,因此 ， 

Lo A/kert,. 

今 a 了 #5 (4 到 Ajksrt。 的 商 瞎 象 ) 把 上 连续 地 上 映 到 4/ 
ker5。 之 上 ， 依 Banach 定理 , 将 有 1 >0， 有 下 要 #€ Aj/kert, 
,就 有 b& 工作 5， 使 得 -一 2， 由 此 ，。 (5 一 的 EEerEi， 
到 =f5)5 一 x(a)5，Ya 6 4。 从 而 对 任意 的 aE5, 有 5ELN5， 
使 得 xC5)5 一 x(4a)#。， 委 |] 

， axCS I TCC LN Se, 

定理 195 设 4 是 Banach 代数 ，{xr，X} 是 4 的 不 可 约 表 

示 , 这 里 XX 是 Banach 空间 ,并 且 x(A)CBCX)》,， 则 xs: A->8CX) 


于 半 二 


自 薄 是 连续 的 ， 

证 ”我们 分 或 几 个 步 双 来 进行 。 

《1) 依 命题 1.4.18, kerx 是 闭 的 .于 是 可 定义 Banach 代数 
Ad/kerx 的 不 可 约 表 示 {rf ,XX}: 

TR) = rg), Va at Ajkerr, 
如 洒 能 驶 证明 是 连续 的 , 则 有 常数 天， 使 得 
rca Kall, Vie A/kers, 
于 是 ， 
ata) = ra < Klal < Kllejl, Vet 4, 
计生 也 是 连续 的 。 因 此 ,可 设 kerx 一 {0}. 

(2) 如 时 ddim 到 之 co ， 又 已 设 节 是 一 一 的 ， 因 此 ，dimd < 
《dimX 关 一 co 从 和 而, :有 一 BLX) 必然 连续 .因此 可 庶 dimXX 一 
Co, . 

43》 对 任意 的 $5€ 关 ， 定 义 线 性 腕 每 ol(5):A 一 XX 

oS)(a) = rto)E, Vaé A, 
并 记 EE 一 个 € Xla(#): 4 一半 基 连 续 的 }]。 自然 是 XK 的 线 
性 也 空间 。 我 们 说 五 对 wtA) 是 不 变 的 。 事实 上 ， 如 果 5& EE， 
te€ A, 
NoCz oOEICEN 一 larCB OC a del = rt badEl 
= lo en) ocadN : lel» Hall, Vee 4a. 
因此 ，x(a)# € 上。 由于“# 是 不 可 约 的 ,因此 ， 
了 一 人 0 或 其。 
(4) 如 果 一 无 ， 对 任意 固定 的 a€ 4， 由 于 
sup oC = spp lao ~ lal) < oo。 


依 一 至 有 塞 定理 ，suptlokE 有 外 所 1} 一 MM < 之 oo0. 由 比 ， 
jo El 一 lo ON M+ Mel lal, VEE X,aE A, 


见 * 是 连续 的 . 
(5》 下 面 设 E ~ 0} ， 即 对 任意 的 9 天 二 < 无， {oC8) Ca) — 
x《a)#1a€ 3} 是 的 无 界 子 集 ,这 里 5 一 {at Allah 所 1} 是 4 


时 者 


的 单位 球 。 
由 于 XX 基 无 窃 维 的 ,因此 在 疼 中 存在 (有 限 ) 线 柱 无 关 的 无 穷 
列 售 小 ， 无 妨 设 肝 . 中 一 1,Ya。 记 
M, = kertes Ls = Mf Mi Yn, 
对 任意 的 xz?， 依 引 娃 1.9.3, 有 ee 4， 使 得 
aas 0, li 1, xa)t, 0, 
即 a EIAM,。， 因 此，Lo 人 Ms 依 5| 理 1.9.4, 及 {xr(5)8。} 是 
无 宕 的 , 可见 
x《 工 , 门 $)5。 是 XY 的 无 界 子 集 ，Ys， 
(6) 取 EILNS,， 使 得 lx(5D8 守 2. 令 下 一 下 /2， 则 
Lal < 2， xCar)ssl >1, 
由 取 页 和 E 工 2 门 3， 使 得 xCB El 全 2:(2 十 <(aoszl)。 令 
wm bE, We < 27, lxta > C2 + lzCa)sl), 
一 般 将 有 sse 工 ojeojl < 2 ”， 并 且 
ja 站 | > Cn t+ late t+ 7 + 00)s), 


当 外 之 8 时， a EL Mf 人 MCM.。 又 村 ， 基 
闭 的 ,因此 8,€ M,, BI z(t )E, — 0, Vn 

对 任 普 的 8,5 一 呈 十 :二 5。 二 5,， 由 上 疆 

rE = ra + 7 + ra) 
之 Dra)ssl 一 fo 十 -十 as > 

又 时 省 一 1， 这 将 与 x(5) & BCX》 相 矛盾 ， 

(5) 与 《6 说 明 5 一 410} 是 不 可 和 能 的。 因此, x:A 一 BCX》 
是 连续 的 。 证 毕 ， 

定理 1.9.6 (Johnson) 设 《4,。 人 是 半 间 钝 的 Banach 代 
数 , 又 《4 小. 人 也是 Banach 代数 , 则 | 外. 1 与 1 -下 相等 价 。 

证 ” 依 命题 1.4.10, 无 妨 设 4 有 单位 元 e。 

设 工 是 4 的 繁 意 极 大 左 理想 , 它 对 ， 上 4， 都 是 闭 的 ， 因 


业 


此 ,， AL 依 1 上 ,上 分 别 诱导 的 商 范 数 ( 仍 记 以 | 上, 省 * 也 
者 是 Banach 空间 。 
对 任意 的 ee 4， 定义 

oa = ag, YE CAIL,N 人)， 
易 证 loCaDeF 所 | 六 。， 让 六 ， 因 此 ，egeye BC :Py, 
依 命 题 1.4.8, Co,CAJI, 上 :1》 是 (4, 上 * 上 》 的 不 可 约 表示 . 依 
定理 1.9.5, 此 常数 天 ， 使 得 

like32E < 关 si3 Yoe 4,Se AlL. 

由 此 ,上 一 oCeD2 委 站 je 和，YeeE， 切 

上 < KNEE vee a/L. 
变换 |， 下 的 位 置 ,可 见 在 A/L 上 站 。 | 与 站 让 等 价 。 

今 设 aasec A ,lal > 0s 一 a 0, 风 N50,15.— 
外 一 0. 已 指出 在 4/L 上 ,与 1 :六 等 价 ,因此 ,3 = 0， 即 
ae 工 。 但 工 是 任意 的 ,4 站. 人 又 是 半 单 纯 的 ， 所 以 必 有 一 
0。 以 二 说 上 明 : 《4 人 到 (54 ，) 的 恒 等 算 子 是 闭 算 子 ,从 
而 连续 。 进 而 可 知 在 4 上 ,| * | 与 © ， 汪 相互 等 价 。 证 毕 。 

注 “ 半 单纯 代数 上 完全 的 代数 范 数 的 等 价 性 ， 营 经 是 长 期 汲 
有 解决 的 问题 。 对 于 交换 情形 ，LM.Gelfand 给 了 证 明 ` [20]); 
C.E.Rickart 也 有 一 些 结果 (1461); 这 个 间 题 的 解决 《 央 为 定 现 
1.9.6》 属 于 BE.Johnson ([28]). 


3 10. 如 近 单 位 元 与 因子 分 解 


当 Banach 代数 4 没有 单位 元 时 ， 我 们 面 然 可 以 用 《4 二 C) 

米 考 虑 间 题 ,但 这 常常 是 不 方便 的 。 有 一 关 Banach 代数 ,存在 着 

“到 近 单 位 元 , "可 以 起 到 类 似 于 单位 元 的 作用 . 例如 在 本 音 $1 中 
提 到 的 交换 Banach 代数 LiCR)， 它 并 无 单位 元 。 但 鞍 我 们 命 

请 一 < 过 上 ， 

Pi I 着 着 

0 ， 其 他 的 FE 起 


* S31 * 


则 eo 一 | eo)dr 一 1,Yn， 并 且 对 于 任何 的 fe A(R)， 


hes*f Co fh = 


| 4 ef — Da — fC) 
< a) WI) — HO 


-7 | ae 一 避 一 K91er 


依 整体 连续 性 ， 
| iG ~ — i) = 0, 

闭 见 在 二 (CR 中 ，e. 米 1 一 下 

这 样 的 元 列 te 在 LR) 中 将 起 到 燃 似 于 单位 元 的 作 和 由， 
更 一 般 地 ,我 们 引 人 

定义 1.10.1 设 4 是 Banach 代数 , 4 中 的 元 网 {exjient 称 
为 4 的 左 (或 右 ) 通 近 单 位 元 , 指 

et 下 Yee A. 

如 果 1er} 既是 左 , 又 是 右 的 逼近 单位 元 , 则 称 为 逼近 单位 元 。 

命题 1.40.2 如果 -4 是 Banach 代数 ，UCA 是 有 界 的 左 章 
近 集 ,好 上 是 .4 的 依 范 数 的 有 界 子 集 , 并 和 且 对 任意 的 x€ 4 及 s>> 
0,， 有 ytE 吕 ,使 得 xy 一 让 过 es， 则 4 中 存在 有 界 的 ( 依 范 数 意 
义 ) 左 悍 近 单位 元 ， 

证 设 尺 是 U 依 范 数 的 上 淹 。 对 s > 0， 我 们 指出 对 4 的 任 
何 有 限 子 集 F， 存 在 w 一 ws,s。 使 得 Ww 之 《1 十 下 六 ,wx 一 
让 < 6,YxE 了 。 由 此 ，{ws,s} 将 是 4 的 有 界 左 交 近 单位 元 这 
时 【BE,s)S (EBD 指 FCF ,8 起 8， 

首先 , 若 下 一 [rs 《包括 zt 一 x 的 情形 ), 依 设 , 可 取 w， 
vt€ UU， 使 得 . 

1) 指 有 44 是 定向 沸 标 集 3 也 就 是 4 为 偏 序 集 ; 且 对 任 攻 有 的 ;E44， 有 YEA， 使 得 
在 4 申 ， mr,BeY. jerx 一 zi 一 >0 指 对 Ye>>0， 有 EA， 只 要 二 l， 


归 ”时 时 要 


x 一 区 过 i 一 sx) — Cx 一 2 6, 


全 2 二 KY 有 


gx 一 wx = xs — wt) — vz OO— ux) < B， 


lx 一 wll SB IE2 一 | + eta 一 ax1) | 
< 6 一 8 
1 二 天 1 OK 


今 归 纳 假 定 对 3F? 所 成 立 , 并 设 PF 一 {x Xntt}; 令 
= max{lzlliSE7 和 二 + 了， 


yll < C1 + KY ,ly CO— i < 


~ 1 
3(1 十 KY 
对 {¥, Xsan}, 前 面 巨 证 有 到 9 使 得 

ll < -天 Nwy C—O 于 ， 


jw xs 一 #s 4+il 性， 


于 是 对 1 委 了 < 委 m， 


wz; — Sl yx; — x ey yl ww — weyxill 
[3 全 上 
eK 
3(1 RY 30 "~ ( ) 3(1 + KY 
< 


因此 ,对 #P 一 # 十 1 也 或 也 。 证 毕 。 
下 面 由 道 近 瘟 位 元 ,来 讨论 Banach 代数 中 元 素 的 因子 分 解 . 
设 4 是 Banach 代 煞 ,区 是 Banach 容 间 ，x:A 一 Bl 天 ) 是 
连续 同 态 ，lixl 志 天， 无 妨 设 天 关 1， 这 个 同 态 可 自然 地 开拓 到 
《4 十 CC) 上， 只 须 令 xt1) 一 1x 《XX 中 的 恒 等 算 子 )， 仍 将 保持 
1 过 天 《这 时 (4TC 中 范 数 取 为 lz 二 il 一 zl 十 人， 
WE ET) 


15 对 于 一 个 集合 5， 我们 常 帘 用 “PP 表示 中 元 素 的 个 数 ， 


四 切记 


引 理 140.3 设 a€E 4, 1ERH 和 4 守 1 ,Dal 所 4,7 一 (44) ， 
则 人 1 一 r 十 ra)y 在 (4 二 C) 中 有 道上 满足 [人 所 2， 并 且 对 
任 得 的 上 >0,， 有 8>0， 只 要 

jzka 和 站 一 古寺 5 (这 里 5 € 于) 

就 有 le(2) 一 去 | < |. 

证 由 0 和 fr) r= 
3 ， 同 此 ，1 一 rr 二 re 一 (II 一 rrI 一 + 4) 在 (A 十 
C) 中 有 遂 5; 


b= 一 SY CAA 1) tot, (1) 
让 二 号 


于 是 
< (< 


i -一 了 二 应 1 rr 


注 合 
各 一 一 一 十 六) 一 一 
于 是 
| 让 一 点 | < rhb eta) 一 号 | 
< 2Krlzta)s — dl, 

因此 ,对 六 0 只 须 取 3 一 ef2kKr 即 可 证 毕 ， 

引 理 1.10.4 设 {ei} 是 4 中 的 有 筑 左 远近 单位 元 ， 并 且 依 
Bt 多 中 的 强 算 了 拓扑，xter) 一 1x， 则 对 和 任意 的 EE 及 8 六 
0， 痊 gE A 二 ， WH 区， 合 得 

E = x(a)n, ME 一 se, 

证 设 14>1 使 得 je 所 14, Yi, 令 了 一 《41 及 而 一 
{1 一 + 十 rey 人 【 依 引 理 1.10.3, 5 在 《4 十 C) 中 在 和 在， 并 上 且 
i < 2, WD), 

现在 我 们 归纳 地 作 指 标 列 {i ， 令 ee 一 cn， 使 得 


中 一 【1 一 ”1 十 >, tl Coo rie 


A=t 
在 《有 4 十 C》 中 有 逆 a， 并 县 


= 邱 玫 


《re 站 一 tt El 三 82 wm 一 1 (1) 
这 里 设 加 一 而 一 1， zx(h) 一 jx, 

当 # 一 1 时 , 取 8 之 0 满足 oi 川 绅 志 s27"， 相 应 取 指标 
,使 得 fixCeD5 一 二 所 引 旨 ， 这 里 5 一 (ge) 如 引 理 1.10.3 
所 述 《 由 于 依 强 算 子 拓扑 ，x《e1) 一 Tx， 内 此 这 个 1 可 以 找到 ). 
于 是 由 引 理 1.10.3, dd 一 1 一 + 十 re, 在 (4 十 C)》 中 有 邀 in， 并 
日 

rE 一 zd 一 fx) — Sa el s e277, 
今 归纳 假定 己 找 到 指标 5,*…,in， 满 足 (1),， 令 
后 -一 【TIT -一 ma 二 > rli— rt prers 

于 是 ， 

#r 一 中 一 入 rl — rber — ery, 
当 上 亦 分 大 ,下 于 {ey 是 4 中 的 左 通 近 单 位 元 , 因 寺 |eyei 一 es 
充分 小 ,1 委 下 扫 六 用 引 理 1.10.3 于 { 人 一 刘 , 无 一 4 的 情 
形 ， 可 网 8ret 一 cx 1 县 玫 安 罚 ) 从 而 | 一 好， 充分 小 . 
但 4d。 有 赣 am， 因 此 ，x# 存在 .并 依 首 的 连续 性 ， jw! 一 1。 
充分 小 . 

现在 取 + 充分 大 ,使 得 wi， 存在 ,并且 lw 一 1sl 与 
xrCesr2# 一 十 亮 分 小 。 依 引 理 1.10.3, 由 此 可 使 得 
人 一 直 过 II#1， 

ECan 一 站。 后 | 十 aml » aC br 0 = El B27 1, 
(2) 
但 £1 一 + 十 rejjBbr 一 1， 因此 依 zr 的 定义 
《1 r+ re = C1 or 十 PCl — +r)™e, 
十 人 (lO— rit er, 


由 此 ， 


FS 


C1 一 + 十 Temt1) Hi = mtls 


因此 ，dati 一 fw+t 存在 , 且 fa 一 二 峡 由 (2), 


Cs ts 一 站 < 天 ee 一 ze 人 mca 
十 Kio » | 一 二 < KC2fainn — toll 
* al + Bend » aC BE — Sl) < B27 ™ 


从 而 可 以 定义 指标 烈 {1}， 使 得 (1) 成立， 

今 命 和 一 开本 则 5 一 x(4,.)ns， 由 (1), {me} 是 基 中 的 
基本 列 , 因 此 有 LE 使 得 ln — nl > 0, 并 且 由 如 一 1 ， 加 = 
5&， 


Ee Thy, nl 
此 外 , 令 


3 = 3 rl 一 Tt le = limd,€ 4, 
《由 于 0 志 ? 之 1,led 志 4,Yi, 极 限 是 存在 的 ), 由 一 ze， 
Y#w， 可 见 ra)7 一 点 证 毕 。 
定理 1.10.5 设 4 是 Banach 代数 ， 包 人 台 有 办 的 无 逼近 单位 
元 ，ee4s>>0，， 则 有 ce4d, 使 得 一 5 中 一 cl 宕 ss ， 此 
外 ,如 果 a,& A,a, 一 0， 则 在 4 中 可 窟 oe, 一 so, 而 cu 一 0。 
证 ”前 者 具 要 用 引 理 1.104 于 斌 一 纪 天 一 4 即 见 。 
今 荐 es 一 0。 命 
无 一 {bb EA, Hb, > 人 0, 
和 依 二 suplls ,| , x 是 Banach 空间 ， 再 命 
TEIN) Bb), VEO) E RbE A, 
今 依 引 理 1.10.4, 将 有 5b€ 4,fco ec， 使 得 
(as) ~ rb) Co), 
Bas = es Yn 且 cs 一 0 证 毕 。 
定理 1.10.6 设 A 是 Banach 代数 ， 包 售 有 界 的 右 肿 近 单 位 


# 于 看 


元 ，eeEds>>0 则 有 5,cE A， 合 得 a 一 be, Va 一 < 二 8，, 
此 外 ,加 果 ae A,as 一 0， 则 在 4 中 可 写 a 一 6c, 而 5 一 0. 

事实 上 ， 考 虑 4 的 反 代 煞 4， 即 作为 Banach 空间 4 一 4， 
但 4 中 的 汇 法 .定义 为 

dep ba, Vabed, 

再 用 定理 1.10.5 于 了 甚 得 证 ， 

定理 1.10.7 设 4 和 是 Banach 代数 ,包含 有 界 的 ( 双 侧 》 双 近 
单位 元 ，z€ 4，E 之 0， 则 有 5,c，d€ A4， 使 得 a 一 Bed, la 一 
co 过 8。 此 外 ,如 果 sse 4os 一 0， 则 在 4 中 可 写 

全 

并 且 c。 一 0， 

由 定理 1.10.5 及 1.10.6 得 定理 1.10.7 成 立 。 

注 定理 1.10.5 属于 P,J,Coheno。 


第 二 章 ”交换 的 Banach 代数 


将 换 Banach 代 煞 的 Gelfand 理论 是 Bannch 代数 理论 的 
芒 必 部分。 本 齐 首 先 在 $ 1，8 2 中 介绍 了 这 个 理论 ， 简 要 地 说 就 
是 :交换 Banach 代 煞 中 任何 元 素 , 通 过 Gelfand 变换 ,可 加 成 为 
果 局 部 坚 空 间 ( 谱 空间 ) 上 的 连续 测 数 ， 而 汕 数 的 值 域 惑 是 元 未 的 
谱 集 ;$3 中 给 刷 谱 空间 的 若干 例子 ,特别 给 出 Wiener 定 建 《天 
于 的 对 收 合 的 三 角 级 数 的 求 逆 ) 简 单 证 明 ; $5 研究 实情 形 ;$6 中 
Shiloy 边界 的 概念 ,在 昭 数 代数 理论 中 有 量 要 的 作用 ;$7? 利用 交 
换 理论 来 研究 导 运 算 与 自 同 构 的 重要 问题 ,特别 Johnson-Sinclai- 
re 定理 (2.7.17) 指出 , 半 单纯 Banach 代数 中 任何 导 返 算 部 自动 
是 让 续 的 ; $ 8 利用 交换 理论 来 讨论 Banach 代数 中 函数 方程 的 解 
的 存在 性 与 唯一 性 ， 


$ 1 Gelfand 理论 (有 单位 元 的 情形 ) 


设 4 是 有 总 位 元 2 的 交换 Banach 代数 ， 并且 le| 一 1【《 戈 
们 总 有 水 庄 , 峰 等 价 范 来 做 到 这 一 点 )， 

命题 214.1 设 了 了 是 4 的 理想 , 则 J 了 是 极 大 的 ， 当 且 仅 当 ，Aj 
1, 

证 设 417 衬 C， 可 果 4 的 理想 了 二 7， 则 在 4 一 AjJ 的 
正则 观 和 象 下 ， 了 机 为 {0} 《否则 酉 为 A1J， 于 是 了 一 4， 个 可 
能 ), 愉 而 ，J 一 J， 即 J 是 极 大 的 。 

及 之 , 若 了 上 基 有 4 的 报 大 理想 , 则 J 了 是 团 的 ,并 且 4 不 包含 全 
何 非 稚 姓 在， 依 命题 1.4.13, AjJ4 的 任何 非 侣 元 将 有 道 ， 好 Aj 
是 可 除 的 Banach 代数 ， 依 定理 1.7.2, A14 衬 C。 证 毕 ， 

定义 2.1.2 A 上 前 级 性 泛 泣 Pr 称 为 冬 法 的 , 指 pCx7) 一 p(x)" 


» SB + 


pf ,Vr 7yE dd 

定理 2.13 (1) 如 果品 是 4 上 的 非 零 殉 蕉 证 了 图, 则 p 是 有 界 
的 ,并 且 al 之 上 一 ple); 

(2) 4 于 的 非 零 乘 法 旗 函 全 体 与 4 的 极 妆 理想 全 体 ， 通 过 下 
述 方式 一 一 对 应 : 

如 果 J 了 是 有 4 的 极 大 理 栋 , 则 4 有 埋 利 分 和 解 4 一 JTCe。 由 此 
对 任意 的 ee 4， 有 了 唯一 分 解 

sg 一 十 4e， 其 忆 bE J,1€EC, 
定义 pla) 一 4， 则 P 是 A 上 的 非 堆 冬 法 泛 到 ,并且 P 的 零 空间 
Np) = J, 

反之 ,如 果 P 是 4 上 的 非 零 对 法 泛 饮 , 则 P 的 零 空间 RC(p) 一 

JJ 是 4 的 极 关 理想 ,并 且 对 尾 冰 的 ee 4， 可 唯一 分 解 
a 一 二 ccaye， 翰 中 bey， 

证 (1) 对 任意 的 o€ A,p(a) 一 plae) 一 Pa ple)， 又 
P 是 非 零 的 ,因此 ，ple》 一 1. 

记 ? 的 零 空 间 Ke) 一 显然 它 是 4 的 理想 。 于 是 对 任意 
的 a€ A4， 由 于 (a 一 pla)e) EJ， 可 凤 pa) E oka》， 从 0， 

[po | EE va) ol Yat 4, 
因此 ,lipl 一 1 一 pfe)。 

(2》 上 内 人 须 证 明定 理 中 所 说 的 7 与 P 的 对 应 关系 是 一 一 的 . 

如 果 非 零 习 法 泛 阴 pi,p: 有 天 辣 的 零 空间 J， 由 于 4 一 J 十 
Ce 及 pr) 一 pe 一 1， 因 此 ，m 一 p:， 证 毕 . 

定义 2.14 0 一 QC4) 一 {plp 是 4 的 非 零 牙 法 泛 函 }, 称 
为 有 4 的 谱 空 间 ， " 

依 定 理 2.1.3, 吕 包 合 于 4 的 共 斩 空间 A* 的 单位 球 之 中 ; 同 
时 如 也 可 看 作为 4 的 极 大 理想 的 全 体 , 因 此 :2 也 称 为 4 的 航 大 理 
往 空 间 ， 

定理 2.13 设 4 是 有 单位 元 6 的 交换 Banach 代数 ，jel| 二 
1， 日 一 上 (A) 是 4 的 谱 空间 。 


ss 


C1) CQ,olA#,， A)) 是 紧 如 ausdorff 空间 ， 这 里 oA* ,44)》 
莽 巡 的 共 轮 空间 A4* 中 的 弱 米 扫 扩 ， 

(2) 对 每 个 a€ 4， 定义 六 pj) 二 pl) VYp EQ0, 则 A:) EE 
C2) (QQ 上 复 值 连续 冰 数 揭 全 体 ) :并 且 人 人 一 max{lAp)i 1p 
只 反 |all， 此 外 ，c 一 8 是 4 到 CCQ9Q) 中 的 代数 同 态 ,以 及 集合 
{2 引 -) la € 4} 是 CCQ》 的 包 售 1 了 分 离 昌 点 的 于 代数 ，; 

(C3) 人 | = va) a) = {dC(p) lp EQ':, Yo€A; 

《4) A 的 根基 R= {a € A|# 一 0}。 特别 地 , .4 是 半 单 纯 的 ， 
当 且 仪 当 , a 一 是 4 到 CC(8) 中 的 代数 回 构 ， 

证 首先 指出 , 若 a € A， 和 煌 有 ola) 一 {pta)1p 名}。 事 实 
上 ， 在 定理 2.1.3 中 已 说 明 pfeyeafe)，YpE 吕 反之， 如 4E 
ola), 风 ACe 一 4e)》 是 4 的 理想 ， 它 可 扩张 成 4 的 极 大 理想 ,对 
应 某 eE 品 。 于 是 ，1 一 pa)。 

其 次 ,如果 pisp: 是 如 中 的 两 个 不 河 的 点 ,于 是 它们 的 零 空间 
天 J， 个 妨 设 a€ Ns 则 p69) 二 0 产 pCa》。 这 说 明 {4|o€ 
妇 } 分 离 2 中 的 点 ， 

其 余 的 结论 : 均 骨 显然。 证 毕 

注 这 iec4 作为 CLQ) 的 子 代数 ,在 CC0) 中 一 般 
未 必 闭 或 者 稠 。 此外，a 一 起 个 也 称 为 元 素 4 的 Gelfand 变换 
或 者 函数 表示 ， _ 

命题 216 设 feHCa( 克 定义 1.6.3), 有 fa := 了 CA :)), 

证 对 任意 的 p&€ 上 0， 


of(0)) — 二 二 | fs)pC Ca 一 se)-Dde 


fz) 2 一 a 
> re dz = f(p(a)), 


即 fap) 一 (82(p)),Ype 0， 证 毕 ， 
往 ， 本 命题 补足 了 立 且 照 定理 1.6.5 的 证 明 ， 


* 站 从 严 


§ 2 无 单位 元 情形 的 注 记 


如是 交换 Banach 代数 ， 不必 有 单位 元, 令 而 一 十 CC 

忆 可 以 放 为 有 单位 沁 ， 的 交换 Banach 代数 ,|j 则 ==1, 并 保持 4 
中 范 数 不 变 。 设 中 一 上 4 是 4 隐 谥 空间， 依 较 党 拓 盾 ， 它 
是 紧 Hausdorff 空间 ， 

恢 命 题 1.4.4 及 其 注 , 4 的 极 大 正则 理 概 了 与 4， 的 非 4 的 极 
大 理想 上 通过 下 面 的 方式 一 一 对 应 : 

= 人 A CC, 
里 # 是 J 了 的 模 单位 元 (在 模 7 的 音义 下 ,* 足 叭 一 的 ) 

依 $ 1 的 讨论 ，A 的 非 4 的 极 大 理想 刀 与 PE 并 且 

pijl4 关 0 一 一 对 应 : 
所 一 (pi) 一 pp， 的 零 空间 ， 

以 及 依 分 解 41 一 JC 决定 pi 

显然 {fp& Oe) 天 1 一 Geok， 这 里 of 一 Lp A 二 
0 ,poE I 对 应 于 A 的 圾 大 理想 .< 

对 pNPrj， 显 然 (pi| A) 是 4 上 的 引 零 乘法 线 恬 下 困 ， 
并 且 它 的 零 空 间 Rp1 A) 二 Np) 站 4 一 J 由 4A 是 4 的 被 大 正 
见 理想 。 皮 之 ,如 果 靖 是 4 上 的 非 零 乘 基线 性 泛 随 , 令 pl 一 ee， 
PiKI 一 1， 斯 PlE QM\{ po , 并 且 . NpYN NA 一 RCp), 因此 ， P 
的 零 空 间 Ntp) 是 A4 的 极 大 正则 理想 ， 

又 大 了 是 4 的 极 大 正则 理想 ， 相 应 决定 A， 的 唯一 购并 4 极 
大 理想 J 于 是 有 唯一 的 Ae QM\ lo}, 伍 往 NCp) 一 i 由 
P 一 (pi| A) 是 4 上 的 非 零 羔 法 线性 汉 医 ,并 且 No) 一 9iCo 站 4 一 
NA 

上 上 面 说 上 明 ，4 上 的 非 零 蒋 法 线性 泛 男 2 的 全 体 与 4 的 级 大 正 
则 理想 7 了 的 全 体 一 一 对 应 : 

A 14uC, y mm Np), phn) = 1, 

这 里 # 是 ;的 简单 位 元 。 


1 到 


定义 2.2.1 上 一 0( 们 一 {plp 是 4 上 的 非 者 乘 法 线性 证 
商 }, 称 为 4 的 谱 空 间 ， 

当 有 4 本 身 有 妾 位 元 有 时, 这 定居 与 定义 2.1.4 相同 。 

依照 前 面 的 讨论 ,我 们 有 

命题 22.2 如 一 1p1AD|pE DMPpo}}， 这 里 QQ 是 一 
《4 十 DC) 的 谱 空 间 ，meE 只 并 且 Cp) 一 4。 此 外 ，jpi 专 1， 
Voe 9. 

现 进一步 指出 

定理 2.23 设 如 是 上 交换 Banach 代数 ,如 是 它 的 谱 鞋 间 ，, 则 

《17〔33efdy# ,0 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,这 里 oCA*,A) 
评 妈 的 共 斩 空 间 4* 中 的 弱 玉 拓扑 ; 

《2) 对 每 个 eE A， 定义 就 p) 一 pla)yWYpE 器 ， 则 a 一 让:) 
年 4 到 CCG) 《8 上 复 介 连续 函数 旦 在 o2 处 为 0 的 全 体 ) 中 的 
《代数 ) 同 态 , 并 且 | 志 joll ,Yae 4; 

C3) ac = sup{ | ele) llpE OO} ~ vla), Vat A; 

(4》 画 条 要 无 单位 元 ; 则 oa) 一 {0}U {pCo)|lpt 9} ,vat a; 

(5) 4 的 根基 一 aE AlIA(:) = 0}; 特别 ，A 是 六 单 起 
的 , 当 县 仅 当 ,a 一刻 ) 是 4 到 CFCQ) 中 的 (代数 ) 同 构 ， 

事实 上 ,由 于 8 可 以 拓扑 地 租 人 和 只 之 中 , 依 命题 2.2.2, 立 见 
(11) 成 立 。 余 外 显然 。 


§ 3. 谱 空 间 的 例子 


{1) CCQ)， 这 出 0 是 紧 Hausdorff 空间 ， 
虹 然 对 任意 固定 的 w€ 98， 由 于 
CO 十 人 1 
这 里 J 一 {feE CC9)HfC0D 一 0}, 1 是 2 上 取 常 数值 1 的 国 数 ， 
因此 ,J 芷 C48) 的 极 大 理想 。 反 之 ， 我 们 来 证 明 ， 如 果 了 是 
CQ) 的 极 大 理想 ， 必 有 加 (当然 唯一 )E 8 使 得 J 一 J 事实 
上 上 ， 厦 这样 的 不 存在 ， 于 是 对 每 个 1+€ 0Q， 将 有 f,€ 4， 使 得 


* 2 » 


jf 天 0。 从 而 有 在 如 中 的 开 邻 域 已 ， 能 得 f 在 忌 : 中 不 取 
等 俩 ， 今 Tree 8} 是 9 的 开讲 六 , 依 @ 的 紧 性 ， 将 有 4,……-， 
zs€ 外 ， 使 得 

(J Um 0, filU; 0, 1 过 


=1 
这 里 Ui 一 Uisfi 一 fol 寺 1 寺 wn 由 于 fi€y， 


时 


8 一 Ff — if fi€y, 


i=1 

并 且 gD 了 90，WiE 避 于 是 8 弛 CEQ) 的 可 道 元 ， 这 与 gE 
和 了 矛盾 。 

以 上 通明 ，C8) 上 的 非 堆 乘 靶 泛 医 2 与 品 的 点 上 一 一 对 
Ni : 

pli) = fs YE CCQ). 

显然 ,上 一 ?是 人 到 CC8) 的 谱 空 隔 的 连续 器 象 。 又 两 者 都 
是 紧 Hausdorff 空间 ,因此 ，CC8) 的 谱 空 间 同 胚 于 9， 

(2) 设 玉 是 复 平 面 C 的 鉴 子 集 , 并 且 〔《C\K) 是 连通 的 。 设 
本 一 PC(K) 是 { 所 | 四 是 和 多项式} 在 CCK) 中 的 一 致 闭 包 . 

引 理 ”如果 12 益 到， 则 (ss 一 2) EL 

证 沙 韦 政 数 zx， 它 作 为 C(K》 的 元 ,显然 , 5x) 一 天。 依 
定理 1,2.12, oats) 二 gla) 一 尺 。 因 疆 ,， (x 一 iY ie 4, vi kK, 
证 毕 ， 

注 ”本 引 理 也 可 以 不 利用 定理 1.2.12 而 直接 证 明 ， 尘 实 上 ， 
设 UU 一 11&Kilz 一 4) EA}、 容 易 证 明 U 是 (CGC\K》 的 非 空 
是 闭 义 开 的 于 亿 ， 由 于 (CV\K) 是 连通 的 ， 因 此 ， 口 一 CR。 此 
外 ,本 引 理 的 更 一 般 形 式 是 Runge 定理 ,可 网 后 洛 的 3[ 理 2.7.6. 

现在 我 们 来 指出 4( 一 P(K)) 的 谱 空 间 涯 天。 定义 肝 象 
pb: 9, 

HAND = FO vAE KfE A. 

由 于 函数 z€ 风力 是 1-1 的 邻 苛 gE 日， 人命 p( 有 0) 一 区 
过 ?六 天 ， 恢 引 理 (kz 一 1 1€ 4。 这 与 p(w) 一 16afs) 机 菠 


站 


慎 。 因 此 ，pfkey 一 4€ 有。 又 {x*"|# 之 0) 生成 4， 因 此 ，p 一 
办 (4)， 好 (CKD 一 各， 当然 是 连续 的 ,因此 ，8 宕 大。 

此 外 ， 对 于 4 一 了 CK》 的 任 党 和 极 大 理想 J， 显 然 对 应 唯一 
的 4E 天 ， 使 得 

一 人 FE 共和 一 中 2 有 站 一 0 

因此 , 4 是 半 单 钝 的 。 从 而 在 Gelfand 变换 下 , 4 著 距 地 上 隔 成 它 自 
已， 

可 以 证 有 明 , 第 一 章 $1 光 3 的 Disk 代数 就 是 这 里 天 一 万 ( 闭 
单位 圆 ) 的 特例 《[16])， 

C3) FCT)【《 第 一 之 了 $1 例 4)。 

设 其 谱 空 间 为 昌 ，D 为 开 单 位 圆 ,定义 上 :DD 一 09， 


gC) Cf) 一 二 | a, ve D, fe H*(r), 


可 以 证 明 由 把 了 同 耳 地 凡人 品 之 中 ， 但 是 ，@G 是 十 分 复杂 的 ， 最 
深 亲 的 结果 是 : 4(D) 在 9 中 稍 。 这 就 是 著名 的 Corona 定理 
《[34])。 

(4》 Wiener 环 且 (第 一 章 弛 1 例 5). 


=- 上 Treo ~ pa cCT)| 已 al<oo}， 


这 里 工 是 单位 癌 周 ， 我 们 来 证 明 歼 的 谱 空 间 身 衬 T。 定义 有 揣 象 
由 -了 -> 0,， 
OAM = FD, vieT, feWw, 

最 然 小 一 一 旦 连续 ， 今 若 pE 90, 设 p(x) 一 14， 由 于 |p(z*》1 一 
12*1 志和" 二 YaneE 名 ， 因 比 ，XE€ET， 又 {x*|neZF} 生成 
瑟 ， 所 以 ;pm 王 遇 人 0)。 有 从 丽 通 过 由 :马兰 了 

上 面 的 讨论 也 说 明 ， 对 更 的 尾音 如 大 理想 J， 唯一 对 应 点 
4%ET， 使 得 

j= {fe WIft) = 0}, 
特别 , 研 是 半 单 纯 扩 ，。 于 是 ,在 Gelfand 变换 下 ， 瑟 一 一 地 (但 并 
非 等 丰 ) 隔 成 CT) 的 笛子 代数 ， 
* 44， 


Wiener 定理 ”为 了 绝对 收 误 的 三 角 级 数 》! uset 有 递 ， 
即 存 在 绝对 收 钙 的 三 角 级 数 > ;Buer"， 竺 得 
> ae > Be ve 1], YiE [0,2r], 


当 且 仅 当 ， >) ane = ,WiE 10,2x], 
mE 


原来 古 和 与 分 析 的 证 了 册 是 十 分 复 示 的 , 但 依 上 面 次 iener 环 的 
讨论 ,定理 是 显然 的 ， 这 第 一 次 显示 了 交 涩 Banach 代数 Gelfand 
理论 多 强大 威力 ,从 而 引起 人 人 们 对 这 个 理论 的 重视 。 

(5) LMR) 《第 一 章 $1 例 引 . 

这 是 没有 单位 元 的 交 抄 Banach 代数 , 设 其 谱 空 间 为 如 ,我 
们 来 证 明 2 < 及， 

定义 网: 及 一 卫 ， 


GOD = | fe vs eR,fe LR), 


依 LKR》 中 玩法 的 定义 ,可见 Cs) 是 LYXBR》 上 的 乘法 访 函 ; 
白 于 ee *€E LR) 一 LXRN， 因 此 wy 是 非 零 的 泛 函 , 即 由 : 
RR 一 日 ， 同 理 ， 几 是 一 一 的 ， 当 然 业 志 是 连续 和 的 ， 邻 若 在 局 中， 
b> ps), 我 们 说 {outCR) 是 有 历 的 。 不 然 , 可 设 一 0， 
依 Riemann-Lebesgue 3| 理 ，wC0) (站 一 0, 于 是 (C7) 一 0， 
vie LMRD), 这 不 可 能 。 今 依 出 的 连续 性 及 一 一 对 应 关系 , 即 可 见 
一 5。 用 此 , 沪 了 证 明 马兰 了 ， 只 须 证 了 明 (CRY 一 上 0， 
设 p& 2， 对 任意 的 = 守 9， 取 
t ， 0 二 二 

xD 一 | [Osa]. 
自然 & E 工区 我 )。 命 pe) 一 eg 我们 说 pla) 有 导数 pa)， 
着 且 中 ez 十 有 一 下 (oo9《 38)， 事 实 工 ,考察 

MD 一 《Sen be sk 8) Co), 


+ 下“ 


这 里 设 8 > An > 0。 丰 站 的 第 一 个 因子 是 [aya 十 Ar] 上 的 特 
征 函 数 的 二 倍 。 而 第 二 个 因子 是 f0，p] 的 特征 函数 ， 从 而 
已 


gatt 一 *》( 当 + 固定 时 ) 是 [一 8 的 特征 了 阔 数 。 这 祥 在 积分 
式 . 
AD 一 人 gb — + Gt) gels) 


Pe 


中 , 当 二 时 ,被 积 函数 一 0; 当 所 和 二 十 Ar 时 ,积分 值 一 


人 ;gg 十 Aa 过 1 过 mw 十 有 了 时， 积分 值 一 1 当 上 十 PS 


fa 十 了 十 Ac 时 ， 积 分 值 应 当 是 fa 十 Az 十 8 一 站 /Acr; 最 
后 当 之 gs 十 8 十 Au 时 ,积分 值 一 0。 于 征 当 Ar 一 0 时 ， 


让 中 用 十 立 王 


用 一 (se 一 和 人 ”二 人 0 


加 卢 ~> 8 一 gaAa 一 0 时 )。 邻 P 是 乘法 的 ， 
pl 二 Phe + So) — Pe) ~ p(8), 


义 P 荐 连 续 的 ,因此 
m PAs + Se) 一 了 ee pF) 一 im pb) 


上 让- 2 


一 PS 一 本 一 中 (十 有 一 下 (ca 
由 于 PP 非 零 ，p(C8) 不 能 对 全 为 0, 因此 

Pop = pet BO— pha), 
此 式 了 世 表 明 9' fa) 对 上 是 连续 的 ， 再 对 串 求 导 ， 

Pap P= pe 8), 
因此 存在 常数 ;:。 便 得 
pa), Wea 0, 
由 于 
P(e 二 Ae) POD | igot “ge|— 1, 


nm 


A ， 1 A 
Bp a9 所 1， 办 此 ,5 为 实数 ， 又 pC0D 一 09， 可知 
" 


ei — 1 
yD) ~ Oe 
[了 


即 
plga) 一 < 
tesle > 0} 的 线性 组 合 在 KR) 中 是 移 的 ,从 而 
AD ={ ford, vie LR), 
这 就 证 明了 4(R) 一 9。 
上 茄 的 讨论 也 着 归 , 对 LXR》 的 任意 极 大 正则 理想 J， 必 对 
应 唯一 的 s€ R。 使 得 
J 一 1 E PR 大 站 Ed = 0， 


于 古 优 Fourier 灾 换 的 唯一 性 ,可见 二 KRJ) 是 半 单 纯 的 。 


™—™ | Eee 


习题 
C1) CL0,1]) 指 [0,1] 上 有 # 次 连续 导数 的 复 值 沙 数 全 体 , 依 
I 2 ma If 


是 有 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 ,其 谱 空间 是 [0,1]. 
C2) 设 0 二 za 达 1]，Lip,([0,1]) 指 10,1] 上 满足 & 阶 Lipschitz 
条 件 的 复 值 哆 效 全 体 , 依 

全 下 = sup 1Xe)| 十 sup 1 一 fe 


< ls —#|° 
是 有 单位 元 能 交换 Hanach 代数 ,其 谱 空 间 是 [0,1]， 
《3) BVCCL0,1]) 指 [0,1] 上 有 界 变 着 的 复 值 冰 数 全 体 , 依 
| = ,Max [IAD I+ VO, 
这 里 VF《(f)》 表示 在 [0， 1 上 的 总 变 莽 ， 则 它 是 有 单位 元 的 交换 
Banach 代数 ,其 谱 空 间 起 [0,11。 


和 临 兴 


4 4 半 单 纯 的 交换 Banach 代数 


定理 2.4.1 设 4 是 交换 的 Banach 代数 , 如是 它 的 谱 空 个 ， 
则 下 列 条 件 相 所 等 价 : 

(1》 二 是 半音 纯 的 ; 

(2) Gelfand 变换 a 一 让) ,A 一 CCQ) 是 一 一 的 

C3》 分离 4 的 元 素 , 即 对 尾音 的 a,56 da 夫 5 有 pEg， 
使 得 以 sy p(B); . 

(4) vf。) 是 A 上 的 (代数 ) 范 数 . 

证 ”显然 (1) 与 (2) 等 价 ， 今 设 (1), 成 立 ，a 天 5E 4, 于 是 


2 一 BC:) 去 0; 即 见 (3). 如 果 (3) 成 立 , 于 是 4) 声 0ve 关 0e 
4， 从 而 4 半 单 纯 。 最 后 ，M ac) 一 0 二 8 一 0， 从 而 (1) 与 (4) 
等 价 。 证 毕 。 

注 这 时 zk*) 的 代数 手 质 可 省 命 避 1.2.4 作 包 ,也 可 所 

tpta 十 OI EA EY, oCaB)| ES WCG 

(VpE 旬 ,05E 4) 得 到 。 

定理 2.4.2 设 A 是 Banach 代数 ， 电 是 半 单 纯 充 换 Banach 
代数 ,2% 是 4 到 中 中 的 (代数 ) 同 态 , 则 外 动 是 连续 的 。 

证 设 在 4 中 8。->0， 在 正中 (es 一 加 对 任意 的 6 
《B)，poc 是 4 上 的 玩法 莹 卫 ,必然 连 钱 (看 下 面 的 入 ), 于 是 

pl) 一 lim Potk aa) 一 由。 


今 吾 是 半 单 纯 的 , 琴 此 上 一 了。 这 说 明 & 是 4 到 8 的 闲 算 子 , 从 而 

注 ”二 省 定 理 的 证 良 中 ， 使 用 了 这 样 的 事实 4 上 任何 狗 波 
线性 论 通 里 必 然 是 连续 的 ,实际 上 19 扫 1， 不然 ,将 有 YE 4， 
过 1， 而 pe 一 1， 令 了 一 Si xe, 出 * 十 *y 一 yy。 于 是 


1 + pt pe PD — py)s 


s 咎 站 二 


这 不 可 能 ， 

在 定理 2.4.2 中 ,如 证 zCA) 一 B, 由 于 Johnson 定理 (1.9.6)， 
不 必 假 定好 交换 ,定理 仍然 成 立 ， 基体 说 来 ,我 们 有 

定理 2.43 设 4 是 Banach 代数 ,BB 是 半音 纯 Banach 代数 ， 
是 4 到 8B 上 的 (代数 ) 同 态 , 则 自动 是 连 绪 的 ， 

首先 证 有 明 

引 理 2.4.4 设 4，B 是 Banach 代数 ,a 是 A 到 8B 上 的 ( 代 
数 ) 同 态 , 则 xkercC RCB》, 

事实 上 , 设 工 是 8B 的 任意 极 大 正则 左 理想 , 记 上 一 aL., 
昂 见 ALCLIL, 如 果 工 一 4，, 则 工 一 aAd 一 B， 亨 盾 , 因此 , 工 
是 4 的 左 理想 。 营 有 4 的 左 理想 J 态 L， 则 aj 祈 L'。 和 由 于 a4 二 
下 及 LL” 是 极 大 左 理想 ,因此 , cj 一 8 或 上 L'， 如 果 of 一 BB, 由 
于 err 和 一 工 寺 JJ， 因 上 此， 一 上 了 一 攻 这 不 可 能 。 从 而 ，edy 一 
民 ， 了 一 上 六 一 三 ， 妈 这 是 芭 的 极 大 去 理 想 。 

设 * 是 工 ”的 模 音 位 汇 ;， 到 ，E 工 ， 使 得 w 一 a(v)。 于 是 
ola— ar) = cg) — cela) L', A Cam ov) EL, Yaec 4。 因 
此 ,zz 是 工 的 午 单 位 元 , 工 直 有 4 的 极 大 正则 左 理 想 ， 

依 命题 1.4.17, 工 吓 闭 的 ,因此 ，KercC 碟 ,从 而 。a kereCL', 
既然 L” 是 尾 意 的 ,所 以 ,wakere CRCB》， 证 毕 ， 

定理 2.4.3 的 证 朋 kere 一 {a€ 4lala) 一 0} 是 4 的 双 如 理 
息 , 依 3| 理 2.4.4 有 为 RCB) 一 10}， 可 见 kera 是 闭 的 ， 于 是 能 饮 
定 尺 同 构 

.Alkere -> B, 
把 4 kera 的 范 数 转 曼 到 8B 上 , 即 定义 

al = Wa = inf{lls + ellle € kere, ola) = 6}, 
vbeB8B， 则 《8B,l*》 也 是 Banach 代数 ， 由 于 (8, 中 *1》 十 羊 
单纯 的 Banach 代数 , 依 定理 1.9.6, 上 :中 一 上， 上, 即 有 常数 下 ,使 
得 

age ll ElaCcod)l = Kintilla + chile € keral 
< Kllalj, vae 4, 


» 6 


内 此 ,5 是 连续 的 。 汪 毕 。 

注 “ 本 定 埋 还 有 下 谭 的 真 和 该 证 明 ， 设 已 是 吾 的 任意 本 原理 
想 , 依 页 题 1.4.18， 有 Banach 空间 基 :， 改 归 本 Xp 中 的 不 可 约 
表示 rp， 使 得 

xp 有) 二 是，Kernp — PP. 
忌 定 理 1.9.5， rp 是 连续 的 ， 册 于 a(A) 一 B，xpoea 将 是 A 在 Xp 
中 的 不 可 约 表 示 , 依 定理 1.9.5, xpoa 也 是 连续 的 。 

令 若 在 4A 中，ae 一 0， 且 化 B 中 ，ala,)》 一 5， 依 上 曾 的 讨 
论 ， 对 8 的 任何 术 原 理想 ,将 有 有 xpt8) 二 0， 旭 BEP， 从 
而 ,bE R(B) 一 10}， 即 5 一 0， 依 闭 图 得 定理 ，e 必然 是 连续 
的 。 

系 2.4.5 设 A 是 半 单 纯 的 Banach 代数 ,， 则 4 到 4 上 的 任意 
《 代 煞 ) 同 态 ,特别 4 上 的 任意 骨 同 构 , 必 然 是 连续 的 ， 

注 和 定理 2.4.3 中 要 求 atA) 一 B 是 重要 的 ; 见 [293。 


3 5， 实 交换 的 Banach 代数 


设 4 是 实 交 换 的 Banach 代数 ，4c 一 4 十 14 是 4 的 复 扩张 ， 
Dr 是 4c 的 谱 空 间 ， 

定义 25.1 如 一 {tpi 4)lpE Dc} 称 为 4 的 谱 空 间 ， 换 育 - 
之 ,如 是 4 上 和 非 稚 ( 复 住 ) 箱 法 ( 实 ) 线 慎 下 录 的 全 体 . 

定理 2.3.2 设 4 是 实 如 换 的 Banach 代数 ,8 是 它 的 谱 空 章 ， 
则 

(1) lel Si, Ypé Si 

(2) 日 依 弱 闵 拓 扩 oCA* ,A4) 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ; 当 
性 有 单位 元 时 ,上 还 是 紧 的 ; 

《3) p 一 万 是 上 的 同 眶 , 这 里 pl(@) 一 pla) ,Vat A; 

《4) ola) 一 [pte)lpt 8} (4 有 单位 时》 或 一 {0}U fp(a) 
lpE 8} 《4 无 单位 元 时 ),，v(e) 二 sup{lpto)| lnE 0}, vac 4; 

(5) a 一 dp) 一 pla) 是 4 到 C5C8) 中 ( 实 代 数 ) 同 态 ， 


*. TO + 


依照 台 的 定义 ,证明 是 显然 的 。 
再 在 考察 吕 与 4 的 极 大 理想 全 体 之 间 的 关 双 。 首 先 恨 定 4 有 
单位 元 e。 
沽 阿 PE 喇 ， 并 县 p 一 5, 凤 PP 是 A 上 非 零 实 信和 的 冬 法 泛 茹 ， 
则 易 见 
A +Re, — NCPp), 
了 是 4 的 根 天 型 想 , 相 应 ji 一 J 二 让 是 A 的 极 大 理想 ， 
如 果 pt 8，p 关 5， 由 于 ple) 一 1， 可 以 找到 xxe A4， 使 
得 pl#w) 一 1。 对 任意 的 zE 4， 没 p(n) 一 4 十 ip， 于 是 可 写 
d= (a — eo— ugarn) i mu, 
因此 ， 
A J++Ret Re, 7 = Rp), 
训 宁 十 142 十 wz 一 0， 这 里 xuopmER 作 用 了 户 可 耕 4 十 
ig 一 0。 因此 4 二 4 一 0， 进 而 x 一 0。 这 说 朋 
| A +Re Ry, 
自然 了 是 4 的 理想 , 我 们 说 也 是 航 大 的 ， 因 若 有 4 的 理想 了 二 7 ， 
太 Ae 二 ewe ， 则 | 
utae 十 pa) = As — gedt pte tt ue, 
但 cfe 十 2 一 0， 因 wle 十 ww 了 EJCCJ， 进 而 
《ae 十 pe) 与 az 一 上 pe) 部 <， 
再 此 Wh HH) ds eA Eee， 四 
此 4 一 二 0 ,有 即 了 = 二 JJ. 
综合 上 面 的 讨论 ,对 pt&€ 旬 有 两 种 情形 : 
C1) 如果 p 一 5， 则 
4 RR, A= i+Re, 1 = Mp): 
C22 如果 p55， 则 
AlT C0, A IHReiRe, 1 — NCp), 
其 中 的 他 一 下 
这 两 种 情形 中 ，y 一 区 po) 《pe 的 零 空 间 ) 均 为 4 的 极 大 理 
想 ， 


+t Ti + 


反之 ;如 果 J 了 是 有 4 的 极 大 理想 ， 与 命题 2.1.1 证 拥 相 仿 ，L 好 1 

在 实 骸 范 可 除 的 变换 代数 ， 依 系 1.8.12， 
JS 兰 正 或 各 
如 时 Aj7 妾 BR， 则 A 二 J 二 Re， 相应 决定 p 一 5€ 旭 ,使 得 J 一 
9tCp); 如 果 417 2C, 即 4 一 了 Re 十 Raz， 这 里 ce 十 EJ. 
于 是 对 任意 的 ee 4， 可 唯一 碟 写 a 一 上 十 4e 十 guybE J 定 忱 
pta) i in, Pa i ips 

则 ps,BE Op BE, 有 T= NCp), 

所 以 ,我 们 有 

定理 2.5.3 设 4 是 有 单位 元 *e 的 实 交换 Banach 代数 , 号 是 
4 的 谱 空 间 , 则 


{pe Olp 一 Bp} < {Jjy 是 4 的 极 大 理想 ,日 41J = R}， 
这 时 一 Rp) ,A = J+Re; 
{pE D1p 8) < 二 {71J 是 4 的 极 大 理想 , 日 417 兰 C}， 


这 时 一 %i(p), 4 一 JJ 十 Re 十 了 wyfe nD) EJ pn) Oi, 

出 外 ， 加 果 是 4 的 极 天 理想 ， 则 47 兰 及 或 C， 当 日 仅 
当 , 不 存在 或 在 在 xc 4， 使 得 〔〈e 十 xi Ey 

最 后 , 若 不 没 4 有 单位 元 , 令 4. 一 4 十 R， 则 #4 的 极 大 正则 
理想 好 与 4; 的 极 太 理 租 时 ! 一 一 对 应 ， 这 里 好 ,一 对 十 及 (IE 一 
sz),s 是 于 的 模 单 位 元 ,并 且 

人 4 Ms .41 

于 是 定理 2.5.3 同样 成 立 , 只 须 "航天 理 扔 ” 换 以 “ 极 天 正则 理想 ”， 
“2” 换 以 " 模 单 位 元 ? 即 可 。 详 细 的 舰 述 , 留 给 读者 。 


$6. Shilov 边 界 


设 开 是 紧 Hausdorff 空间 ， 有 多 是 CC(X)D) 的 子 代数 ,包含 1， 
并 且 分 高 人 的 点 《 即 若 XE yy 将 有 fE 区， 使 得 


wn 


fs ss f(y)), 

定义 2.6.1 下 的 闭 子 集 E 称 为 多 的 一 个 边界 , 指 【FI 一 
上 fi ,Ye 多， 这 里 

is = maxt ft llre EY HA = max{|f 21 lre X}. 
此 外 , 记 

S$ 一 人 败 {EIE 是 妇 的 边界 }， 
自然 $ 是 下 的 闭 子 集 ， 

引 理 2.6.2 如 困 x, 5， 刚 杖 在 x#。 的 开 邻 域 六 ， 使 得 对 于 
多 的 每 个 边界 E,《E\V) 仍然 是 入 的 边界 . 

证 由 于 为 扫 ， 因 此 依 5$5 的 定义 ,有 及 的 边界 BE， 使 得 
为 所 也 ， 焦 昭 . 多 的 性 质 ， 对 每 个 点 7E EJ， 有 一 jt 让 ， 使 
得 大 xz 一 0,f07) 一 2 于 是 TzeXIFcl 1 是 ?的 开 邻 
域 ， 今 很 E。 的 紧 性 ,在 在 间 ,…,fi& 多 ， 使 得 

fn) =0, li 和 Er,， 
并 且 对 每 个 ?E Bo， 有 大 ， 便 得 |fily)| > 1， 令 
V 吓人 | 有人 1 1 Ej?}, 
它 弄 然 是 x 的 开 邻 域 ， 并且 ENNV 一 中。 我 们 来 证 明 效 个 下 即 
祷 足 要 求 ， 
设 E 是 多 的 任意 边界 ， 若 《E\V) 不 是 多 的 边界 ， 即 有 
Fe .多 ， 使 得 
1 一 ll 下 中 用 有 rr， 
入 
M 一 max{hillil i r}, 
并 选 正 整数 *， 使 得 
Mla < 1， 


于 是 
| 1, ii CD 
{fF i EV Ei? 
由 于 互 征 史 的 边界 , 依 (1), 可见 
ffl = ffyls 1 Si, (2) 


中 了 了 和。 


Eo 也 古 , 入 的 边界 ,办 此 有 ?6E EE 使 得 1fly)| 一 外 州 一 1， 由 
此, 依 【27， 
[Fo =o NF) 1， 

由 下 的 定 六 ,YE 五 让 下 这 与 EoNMV 二 5 由 矛盾 .因此 ，(EN\V)》 
必 是 芳 的 边界 ,证 毕 ， 

定理 2.6.3 3 是 .多 的 最 小 边界 、 特 别 ，$ 过 风 。 

证 对 任意 的 JE 多 ， 令 KK 一 {x€EX||jCz)| 一 于 f， 只 
须 证 明 KK 门 $ 关中。 

如 时 3 门 并 一 中， 于 是 对 每 个 x 6 KK， 有 4 的 开 邻 域 了 ,, 使 
它 其 有 有 引 理 2.6.2 所 说 的 性 质 , 依 下 的 紧 性 ,有 ww, ,xsE 下 ,使 香 
LV; 坟 K， 这 里 六 一 sl1 扫 庆 二 mw 区 当然 是 多 的 边界 , 依 


# 一 1 


了 的 性 夺 ， 陡 推 笃 ， 《天 SF ， 《XAFiJAP: 一 刁 下 LU “ss 
Xx\ U V; 一 都 是 多 的 边界 。 显然 五 六 下 一 由， 这 与 天 的 定 


愉 必 吾 为 多 的 过 界 相 和 矛盾 ， 因 此 ， 天 和 站 # 加。 证 毕 . 

今 大 4 是 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 ， 上 是 它 的 谱 空 间 ， 
a 一 43+) 是 Gelfand 变换 ,于 是 , 子 一 fz2la eA} 是 CCQ) 的 
于 代数 ,和 包含 1, 并 且 分 离 马 的 点 ,因此 ,定理 2.6.3 适用 于 也 

定 基 20.4 设 A4 是 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 , 9 是 它 的 
谱 罕 间 , 4 的 Shilov 边界 , 记 区 84， 指 它 是 过 节 最 小 边界 (0 
的 非 空 亲子 集 )， 

命题 2.6.3 对 任意 的 a € 4， 比 4)Dala) 的 拓扑 边 办 。 

证 设 ee 吕 使 得 以 cjeags) 的 拓扑 边界 ,如 果 dist(pCa)， 
a0A)D) 一 8>>0， 取 12&ala)， 并 且 1 一 aa) 二 6/2， 于 
是 ， 

distC2 ,8 HA)) > 512, 
记 上 了 一 (te 一 7) 则 上 一 (4 一 办-1 由 于 
[4 AB) > 58/2, Yo ed4, 
因此 ,lss < 215， 人 84 的 定义 ， 人 | < 218， 另 一 方面 加 有 
?7 ?4 ， 


总 站 | 一 上 一 Ca > 218, 
矛盾 ， 因 此 st(olCaj 2HA)) = 0 即 pCa) E4384A). 证 灶 
注 Shiloy 边界 由 G. Shiloy 提 加 来 的 《[5213，。 这 里 的 i 证 
阴 了 到 自 [59]. 


习题 


《1) p&E 94， 当 且 权 当 , 对 ?的 每 个 邻 域 了 ， 存 在 ae 4， 使 得 
让 ') 的 达到 极 大 模 的 点 集 性 U. 

(20 设 gl 了 一 1pE 吕 8p| 1 人， 则 
或 者 与 4 的 每 个 边界 有 和 父 ， 或 者 对 于 《4 的 每 个 边界 五 ， 
CE\V》 也 起 全 的 边界 ， 

C3) 证 明 Disk 代数 【第 一 章 $1 例 3 的 Shilovy 边界 凤 为 单位 
阅 局 ， 


§ 7， 导 送 算 与 自 同 构 


定义 2.7,1 设 4 是 代数 ,4 中 的 线性 上映 象 吕 称 为 导 运 算 ， 指 
Dlab) = Dad + aDtb), vabed. 
导 运 算 五 称 为 内 的 ,给 存 在 dt 4， 使 得 
Dlaj = [syd] = oid — da, Yae d, 
这 时 记 Do 04. 
命题 2.7.2 设 D 是 代数 有 4 中 的 导 运 算 。 
《1》 如果 4 有 单位 元 e， 则 Ple) 一 有; 
(2 设 卫 一 feed 一 ca YaeE Ad} (da 的 中 心 为 则 
和 
(3》 如 此 命 DC1) 一 0，。 则 号 可 以 礁 一 扩张 成 《4 十 C0》 中 的 
导 运 算 ; 
《4》 (Leibnitz 东风 ) 对 任意 的 正 整 数 n， 及 eye A， 有 


站 (ce5) 一 立 ) Dt(Co DiC ), 


这 里 D” 一 《4 中 的 恒 等 映 象 ); 


《5》 寻 术 aDte) 一 Dla)a， 如 对 任意 的 # 守 2, 有 Dla”) 一 
na D(a); 


C6) 好 昌 DiCay 一 0, 则 Dear》 一 maDKay wz; 
《7) 如 有 果 闻 是 4 中 的 蜂 等 泡 〈 即 疡 一 2)， 则 pD(pp 一 0; 
《8》 如果 2 是 4 中 的 宕 等 元 ,并 有 pgDtp) 一 DOP)p, 则 DLp)== 
Qs; 
《9) 如 果 DD 一 66 是 相应 于 dt EE A) 的 内 导 运 算出 
。 _ 
56) 一 2 (1 ) C1 i Yn 1, 


还 《1) 由 Dte) 一 De 一 了 Dee 十 ceDe) 一 2DCe)， 团 
见 DPKe) 一 0 
(2) 设 ec & ZZ， 对 于 任意 的 ee 4， 
Dirac TF aDte) = Dlae) = Plea) = D(Ce)a + cD{a), 
但 Pla)e 一 cD(a)， 因 此 ,aDte) 一 DteYa, 即 说 明 DCe) eZ， 
(3》 显 然 ， 


C4) n= 1 时 显然 , 今 设 成 立 ; 则 


D*+i(ab) = DD"Cab) 一 了 (3 ( | D"-tCa) DCs))| 


+ prio 


= (7? ) DAo)DKO) 


息 一 由 


如 十 了 


十 (人 )) po) ps) 


Ra 了 


一 Dtieo)p 十 (2) 


ws Ts 


“ 好 自 眶 1 如 逢 十 1 
+ 上 DtraCa DUB FaD+(b) 


> (人 ) PrtCa) Dts). 
(5) 由 于 aD{a) 一 Da)e， 因 此 
De} = Dlada oeDla) = 2aD(Ca). 
今 设 对 n， 有 Dta") 一 me" Deal， 于 是 
D(artly) == DCOg Ya 十 a'DOa) 
一 #0 PDB + a Da)} = (4+ 1)arD(a), 
(6) #8 一] 时 显然 ， 今 设 (xn 一 1) 成 立即 D(a”) 二 
(# 一 121D(a)"” '， 于 是 信 DXa) 一 0， 有 
DrCer-t) ~ Cn — 1DCDCa)") 一 0， 


由 此 , 依 《4) 及 D(a) 一 0, Yr 守 2， 
Dr"(a") pn DCa 四 a” 1) 一 > 和 ) De)DAor 
一 nD(CaID* iar!) = gl D(a)”, 
(7) pDOp)P = 四 和 一 2pDCP)P， 因此 , pDlp7pP = 0, 
《8》 所 于 pDtp) 一 plp)p， 因 此, 依 《7)， 
Dlp) 一 DOP = 2DpP = 2D(Pp* p= 2pD(p)p = 0. 
《9) # 一] 时 显然 。 今 设 # 上 成 立 , 于 是 仿 (4)， 


dtl(a) = Bs (BS 人 ) C— Ddtad"-t) 
一 3 (Deer 
十 > 人 GDeeeean 


~ > 间 让 (一 Diatedotr 


十 ( | Cladtadrtl 二 


_ (CL Deed 


个 面 对 Banach 代数 进行 订 论 ， 
命题 2.7.3 设 4 是 Banach 代数 ,有 单位 元 e。 
《1)》 4 中 的 内 对 运算 5y(d € A) 是 连续 的 ,并 且 5s| 拟 21all; 
(2) 如 果 九 是 4 中 连续 的 习 运算 ，ace4， 例 得 aD(a) 一 
Dlajay fe HCa) 信友 定 多 1.6.3), 则 
DOCa)) = fa)D(la) — D(a)i'Co), 
证 只 须 证 《27。 设 工 是 包围 sta》 的 可 度 长 围 道 , 且 在 ; 
的 解析 区 域 之 中 , 依 吕 的 连续 性 ， 
DC 一 二 | FW DC ~ #0) Vas, 
注意 
0 = Dte}y= D(a — ze)a— re) 
= (eo— eIDla -se + Dor 一 se 
由 于 sDta) 一 Daja， 因 此 
Dlle — 2) (0 — ac) DMNa— gee)! 
— — Daya see) {om ge) D(a), 
令 依 命题 1.6.6， 
DUD) 一 HE | fa — se) ds ~ Da) Ca) 


-二 | fd — se) sD) ~ fa)D Ce). 


现在 讨论 导 运 算 与 自 辣 构 之 疗 的 关系 ， 
命题 2.7.4 设 4 是 Banach 代数 ， 
C1) 如 果 吕 是 有 4 中 连续 的 导 运 算 , 则 


+ Ths 


expD 一 Lp 
是 A 的 连 锐 目 同 构 ; 
(2》 加 果 4 存单 位 元 e， de 4，8 是 相应 于 4 的 内 导 运 算 ， 
p= ce cr 是 相应 于 5 的 内 自 同 构 ( 有 十 sk") Tb bv €A), 
则 expés 一 crs, 


证 (1》 对 任意 的 a,8e 4， 依 Leibnitz 法 则 ， 
(CexpD Cg) = 5 二 D(apb) 


HH 三 改 . 


“Dri(a) , DICE) 
六 一 肌 启 二 作 (nn 四 1 |! 


~ D(a) . D8) 
乞 ,之 ， i Ki 
Da) Th DICbY 
2 人 


i=0 1 #=0 


= 


— (expD)Ca) - (expD)s). 
自然 expD 是 BCA4) (4 中 有 界线 性 算 子 的 全 体 , 依 算 子 范 数 ,是 
Banach 代数 ) 的 可 逆 元 ,因此 ，expD 是 4 的 连续 自 同 构 ， 
(2) 依 命题 2.7.2 的 (9), 对 仁 意 的 ee 4， 


Cexpds (a) 一 > > C1 ) Ceedns 


(Dd 。 由- 


z=0 上 = 1 Cn CO 外 )! 
一 之 , GS "oa" > 和 -lab ora), 


证 毕 . 
命题 2.7.5 设 4 是 有 单位 元 < 的 Banach 代数 ,ace A,c 是 
4 中 的 可 逆 元 , 则 在 BC(A) 中 ， 
da a0), EE old)}, 


ss 罗 纺 


a)TC{l nal, x E ole)}, 
证 对 任意 的 a€ 人 4， 定义 
Lom—ab, Ri= ba, veed, 
由 上 。， 怀 ,.€ BCA)， 并 且 相 互 交 换 。 于 是 
By 一 Rij— Lit, ~ 了 及。 
分 别 设 贸 , 密 是 BCA》 的 包含 {Li，Ri}，{L,， 民 Ro} 的 极 大 交 
换 子 代数 。 依 命题 1.2.11, oC50) 一 gp(60)， (ee) 一 gg(5%)， 若 
号 区 )， 忆 窜 )》 分 别 是 息 , 客 的 谱 空 间 , 则 
oe) = {pCR) — pL) PE OCD )} 
CT EE oC RN) Eo La)), 
oe) — {pL) pCR)| PpE OU)} 
Cla pllieaL), mE oR)}. 
如 果 1 六 ofe)， 蕊 见 1 六 民工 及 (RD), 因 北 , ota) 牵 aL,)U 
oR ,Ya € 4, 由 此 ， 
oT{O — pla, Eatd)}, 
ra) gll, Eee 
证 毕 。 

引 理 2.7.6 (Runge 定理 ) 设 玉 是 复 平 面 C 的 紧 子 集 ,并 且 
(C\K) 是 连通 的 。 又 了 是 天 的 革 个 邻 域 中 的 解析 落 煞 ,出 存在 多 
项 式 pe(*)， 使 得 

Prts) > fe 对 z EE 一 致 。 

证 在 了 的 解析 区 域 中 ， 取 可 度 长 的 力道 了 ,包围 上 ， 依 

Cauchy 公式 ， 
一 ] 1 
ff) 7 122 di, 


由 于 dist(T ,KK) > 0， 因 此 ，f(x) 可 为 形 如 
二 BONG — #) Cn ~ 1) 


的 函数 对 >*6E 玉 一致 地 逼近 ,这 里 {%;) 是 了 的 一 个 分 割 ， 依 本 章 
$3(《2)， 中 的 引 理 ， 人 一 sz E P(K),Wij， 由 此 得 证 ， 


Rn 帮 恰 埋 


下 面 的 命题 是 命题 2.7.4 在 一 定 条 件 下 的 逆 谷 晤 ， 

命题 2.7.7 设 4 是 有 单位 元 * 的 Banach 代数 ，eg&g 半日 
raj)Ciz.Rez > 0, 一 loga, 这 里 logx 是 复 平面 党 负 实 轴 
切 天 后 的 主 分 支 , 则 名 一 log ax。，cs 一 exp66， 并 且 上 总 是 ce 的 
多 项 式 在 B(4》 中 的 极限 。 

证 4 是 有 逆 的 , 依 命 题 2.7.5,gCr,YCOR_， 于 是 可 取 人 的 
紧 子 集 玉 。 伍 得 

ses) 过 KKCCO\R_， 并 且 (CK) 是 泗 遂 的 。 


rua) 


今 依 引 理 2.7.6,， 有 多 项 式 列 p.(*), 使 得 
P(t2) -> logz， 对 zE 天 一致。 
特别 在 RCAY 中 ， 
plete) -> [og a,, 
依 命 题 2.7.4，expB, 一 to《 因 0 一 et) 又 依 命 题 2.7.5， 
od DCIt Oo— a), rn € old)} 
— {A pl, € log ola)}, 
但 ake) 在 右 半 平面 中 ,因此 
od CEC{slIms ECC— x ,x )}, 
往 守 下 页 图 中 log 与 exp 互 为 逆 冰 数 ,从 而 由 复 澡 定理 (1.6.8)， 


log rs 一 log expd, 一 全。 


定理 2.7.8 设 A 是 有 单位 元 5 的 Banach 代数 ,ww 是 4 的 连 


$s 路 站 二 


续 上 自 同 构 , 并 且 在 BCA) 中 ， 
slo)}TC{x|lResz > 0}, 

出 D 一 loge 是 4 中 移 连 续 早 运算 , 这 里 log z 是 复 平面 沿 负 实 

轴 绪 开 后 的 主 分 支 , 并 且 = 一 expD， 

证 对 ee 好 定义 LEBCAY,， LL 一 a， Vie A， 记 
X— {Llae A}, 于 Llall = de: el LN: lel, 因 
此 ;不 是 BCA) 的 闭 子 空间 ,区 必 5 一 oar(B))， WbE A， 
因此 ,Lin = Ls Ya€ 4, Eb 

of Rr, 
用 命题 2.7.7 于 BCAY,a， 可 风 
log to lo 一 5p， 
这 里 wa 是 BCA) 相应 于 其 元 «的 内 自 同 构 ，j5 是 B(A4) 
相应 于 其 元 D 一 loga 的 内 导 运 算 。 此 外 ，5p 可 为 ac su 的 
多 项 式 列 在 BAD 中 的 极限 。 从 而 5oXCX。 于 是 对 每 个 at 4， 
有 a Ed， 全 得 
pL YT LD— DL,= Li, 

BH ef — Dob = (LD— DLOB) T= Lb ab, Woed. 
当 少 一 时, 可见 一 gaDe) 一 了 0)， 今 只 引证 加 Piey 一 0. 

依 Runge 定理 《2.7.6)， 有 多 项 式 列 p,(')， 集 得 pks) 一 
Iog x， 对 x€ ale) 的 一 个 邻 域 一 致 ， 于 是 在 B(A) 中 ,Pp.(0) 一 
logs 一 D. 但 ee 一 c(e),]1€ ole), 飞 此 , pA(1) 一 log1l 一 0. 从 
而 

Dle) = lmploa)(le) = limptale)) mm 0 
证 毕 ， 


+ B44. 


显然 ,在 交换 代数 中 ,无 非 零 的 内 导 运 算 。 下 面 我 们 指出 ， 吝 
交换 Banach 代 炊 中 ,实际 上 导 运 算是 很 少 的 . 
定理 2.7.9 设 苹 是 交换 的 Banach 代数 ,万 是 4 中 的 连续 导 
运算 , 则 PDCADC RCAD), 
证 设 只 是 4 的 庶 空 间 ，pE BEC。 自然 AD 仍然 是 好 中 
的 连续 导 运 算 , 依 命题 2.7.4，cxn(iD)》 是 4 的 连续 自 同 构 。 从 而 
a plexpCID)CG)) 
和 是 4 上 的 非 堆 蒋 法 泛 师 。 由 下 
ipfKexbfa 了 人 2 人 SE liall, Yee dA. 
四 定 a€ A 时 ， 4 > plexpCAD)Cg)) 是 CC 上 的 解析 函数 ， 它 又 
年 有 学 的 ， 因 此 为 常数 。 特别 其 Taylor 懂 井 的 1 项 系数 为 0， 
即 AKDPke 放 一 0。PpE2ec4 是 任 冀 的 ,因此 ，DCAYC RCGAY. 
下 毕 ， 
下 面 我 们 考虑 导 运 算 的 自动 连 继 性 问题 ， 
引 理 2.7.10 设 A 是 Banach 代数 ，{x,X} 是 4 的 不 可 约 表 
示 ( 见 定义 1.4.5), 这 里 关 基 无 限 维 的 Banach 空间 , 并且 xCA)C 
了 和 )【《 王 中 有 界线 性 算 子 的 全 体 )。 如 果 无 限 列 { , 吕 ，… 雪 莽 
是 有限 ?线性 无 关 的 :由 存在 re.4,， 使 得 
Ts = 0, {xto)E1n 守 1} (有限) 线性 无 关 . 
证 ” 芹 污 注意 下 面 和 的 事实 ;如果 {x ,X44} 己 玉 线性 无 闫 ， 
{9 之 守则 在 在 ee 4 第 得 x Ce)rxi 一 欠 妇 不 二 
事实 上 、 依 命题 1.4.6, 无 妨 设 mr 关 2， 依 引 至 1.9.3， 将 有 
bE JA， 使 得 . 
了 DJ 0, 1 Rr 0 
再 依 命题 1.4.6, 有 ct A， 使 得 fc)mrf5yzs 一 J。 令 4, 一 
cb， 风 | 
rar 0 EEn Om ,x(a,)r, — ye 
相 亿 地 ,对 每 个 JE {1,-…,n}， 有 有 aj 4 使 得 
kei2rk 一 0 VR Ca) Yj, 
今 命 8 一 而 十 … 十 ao。， 上面 事实 郧 得 证 ， 


ss 了 


依 上 面 的 事实 点 dimX 二 0 ,可 蓉 归 纳 地 选取 { 而， 小生 
<， 合 得 对 任何 的 x 守 1， 有 
下 全 bs Et 0, 
rb Es EG [ren)ty sr Cen), ‘ 光 ) 
8 2 ", 
这 里 co 三 上 1 十 于 叶 如 及 让 二 机 一 0， 


今 命 一 之 加. 注意 :4 一 BCX) 起 连续 的 (定理 1.9.5)， 
因此 由 (*》， 
Ko)5 DF) zh) = 0, 


对 任意 的 # 池 1， 由 (六 )， 
ra) 一 区 cajse 十 x (Cbs), 
mas rc)Fs Wi 
因此 Ta)t KE [rtes)s,, "ys rtea)Es nl [x (Ca) Es “pp 
zo-11。 这 就 说 明 {w(te5,1n 之 1} 在 下 中 是 (有 有限》 线性 无 
关 的 。， 证 毕 ， 
引 理 2.7.11 设 4,firy 2 均 如 前 一 引 理 ， 叉 设 吕 是 4 中 的 
民运 算 , 则 对 任何 的 & EX， 
a x(D(ta))8;A 一 久 是 连续 的 ， 
证 设 有 EX, 使 得 一 r(CD(a) 关 :4 一 X 不 是 连续 的 ， 
我 们 说 对 任何 的 7€ XR, 到 0， a 一 x(D(a)jy.A 一 都 不 是 连 
续 的 。 
事实 上 ,对 尾 何 的 %€X, 7 天 0， 依 命题 1.4.6, 有 4E 4, 使 
得 (六 一 二 于 是 
Dla xr(Dab Dn — ro)r DOB, 
车 ae 一 Do) 连续 , 则 e -> x(Dlob))n 也 连续 。 又 x :A 一 
8(X) 是 连续 的 ,从 而 a 一 x (D(a))s 将 连续 ,得 到 了 矛盾， 
今 取 {450} 己 革 是 线性 无 关 的 无 限 列 ,并 及 ,一 1， 
Yn 0, 焦 引 理 2,7.10, 可 以 归纳 地 选取 tasads ' :1A, 使 得 


* B44 * 


对 Y 盖 0， 训 
ma dt, 0, 
{x (os -91)8i|j 实 nn} 线性 无 关 ， 
art ss 二“。 
由 《2) 特别 可 疯 
-zfKao -an A 0 Yr 0。 


(1) 
C2) 
(3) 


(4) 


依 《47 及 不 连续 性 ， 可 以 归纳 上 最 选取 ib, b;, 4 使 得 对 


wm >0， 有 


Nol S minf(L 十 TD(e -oN Nl i} 


NC Db an ode > nt Fla Dbiar- 


现在 令 
人 3 Bi "1 


i=1 


Fp Bat 十 >) Bigi* " ‘Int2e 


了 间 二 这 


依 《3),C5), 它们 作为 4 中 元 有 意义 ,并 且 


Fo 3 ai 十 get 
注意 依 (3), 045》， 
le, "|| PKant， “a < 
区 


中 一 1 


(DCe)D5e 一 Fy Dlbiai 4095 


一 1 


士 x CDEB, a a) 十 wtb Da “ 


十 xz Des Ja “ aE reaD ot " “01))8,, 


“ 517050. 


中 i 


“ ZI Es 


C5) 
(6) 


优 C1), 其 中 第 四 项 ==0; 做 C5), {第 三 项 H 专 lixll; 此 外 ,| 第 五 


项 | 反 2 中 ， 从 而 由 《6) 


lxCDCDN > lr CDeDEN 5 Oo 3lrll, Va, 


中 四 于 


这 不 可 能 . 引 理 芒 得 证 

引 理 2.7.12 设 P 是 Banach 代数 A 的 本 党 理 想 , 并 县 Ai/P 
是 无 穿 维 的 。 记 ge 是 4 到 44/P 的 商 觅 象 ， 如 果 刀 是 4 中 的 导 
运算 , 则 8pD 县 连续 的 ， 

证 设 P=L:A~ {ge A|leACCL}， 这 里 荆 是 4 的 极 大 注 
则 天 理想 ( 见 命 题 1.4.10), 由 于 A/P 是 无 穷 维 的 , 因此， 14iL， 
5} 依 骨 然 的 方式 (定义 1.4.7) 是 4 的 开 穷 维 的 不 可 约 表 示 ， 并 了 且 
kerzr 一 卫 《 用 命题 14.18)》。 今 优 引 理 2.7.11)， 对 每 个 BE A1L， 
D( 7 一 =(D(C.)E5:4 一 AJL 是 连续 的 ， 

没 在 4 中 qa,~>0, 在 AjP 中 0Q,D(a,) 一 (aq 十 p) (no€ 
4。 于 是 对 和 任 章 的 be 4， 由 于 PCL (命题 1.4.8) 及 P 是 4 
的 闭 双 侧 理 想 ， 

inf (Da,) 一 94)5 十 cl 执 inf [CDfey — a)s + ol 


一 HD — a + PIIDe) — e+ PL. (s+ P| 
一 9Dpfa) 一 Ke 十 下 人 十 了 -一 0， 


网 在 4/L 中 民 D(e)5 -> Ko)3 一 中。 另 一 方面 , 击 引 理 
2.7.11 及 gs 一 0, zxCD(a) 一 0， 因此， 好 一 0， 有 即 oberL, 
VbE 4。 依 PP 的 定义 , a€E 了 P。 从 而 DiDfay->a 十 五 一 0。 这 
表 朋 Br 是 4 到 AJP 的 闭 自 子 ， 因 此 ， QD 是 连 急 的 。 证 
毕 ， 

引 理 2.7.13 证 4 是 Banach 代数 ，P PP 是 4 的 余 维 
有 根 且 互信 相同 的 木 原 理想 , 则 47P。 同 询 于 矩阵 代数 ,并 且 

PN “NN Pn 十 P. 一 4, 

证 易 见 /Pf 不 有 况 维 的 半 单 弛 代数 , 依 Wedderburn 定 

理 ( 见 本 节 附 录 ): 
AiP, = 由 二: 

其 中 每 个 J 是 矩阵 代数 ， 又 41/P。 有 一 对 一 的 不 可 约 表示 ， 因 
此 nn 一 1, 


= 


记 王 一 忆 让 站 忆 ee 由 于 -41P 是 有 限 维 的 ， 咱 ， 因 
此 易 风 A/P 是 有 限 维 队 兴 单纯 人 代数， 同样 估 Weddsrburn 定 
理 ， 

AIP ee MBPDMi, 
这 里 M; 是 逢 阵 代表 ,1 三 1 过 [PHP 了 PI1 志 1 和 wm} 是 A/P 
的 互 不 相同 的 本 原理 想 , 旦 次 汐 从}, 因 此， 包 王 机 ， 并 共 可 设 
PilP 2 SBMi, li m, 
fae 


从 而 
门 CPi/P7 十 PaefP 一 (PHpo)1p 一 47P， 
进而 ，Pm :nnP。 十 了 Ps。 一 4， 证 毕 ， 

引 理 2.7.14 设 4 是 Banach 代数 ,P 是 4 的 本 原理 想 , 并 且 
dimAjP 了 <2、 又 {x，X} 是 4 的 不 可 约 表 示 , 这 里 X 是 有 限 维 的 
Banach 空间 ,使 得 kerr 一 了, 及 ztA) 一 BCX) 一 L(XY， 令 
pu 是 4 到 A41P 上 的 商 映 象 ,如 果 DD 是 和 中 的 导 运 算 , 则 QeD 是 
连续 的 ， 当 且 公 当 ，roD:4-> BC(X》 是 连续 的 ， 这 又 相当 于 ， 
“> x(D(o) 六 :A -> 下 是 连续 的 ， 对 菜 个 0 号 二 和 《从 而 也 对 
于 有 所 有 的 5E 久 ). 特别 ,如果 0pD 不 是 连续 的 ,出 a 一 (Dto))#: 
4 一 贸 不 是 连续 的 ，Y0 5 EX， 

证 设立 是 = 诱导 的 4/B 的 表示, 于 是 冯 是 4/P 到 
BC(X) 上 的 代数 同 构 。 显然 ，xoD 一 4(9pD)， 因 此 ，QpD 连 
续 , 当 且 仅 当 ,xoD 连续 。 这 时 自然 a 一 x(D(o))E:4 一 是 
连续 的 ， 咏 < 和 

反之 设 对 茶 个 0 天 EEX,o ~> xzCDCa))E:A 一 是 连续 的 . 
仿 申 31 理 2.7.11 的 证 明 ,将 对 所 有 的 EE XX, a>xCD(a))E.A—X 
是 连续 的 。X 是 有 穷 维 的 ,其 上 所 有 的 范 数 均 相互 等 价 ,从 而 可 见 
xoD 是 连续 的 证 毕 ， 

引 理 2.7.15 ”如果 {fP。} 是 Banach 代数 4 的 一 列 互 不 相同 
的 本 原 埋 想 。{x。,X。} 是 4 的 有 限 维 不 可 约 表 示 ， 使 得 kerz。 一 


pn 四 罗 让 


Pr 有) 一 BCX ,Yn， 则 对 任何 的 正 整 数 有 ， 存 在 ar& 4 
使 得 
mor) = OV km) € 下 (DY 2 

证 ”对 任何 的 了 了 宇 ， 取 xzE 有 4， 使 得 (zs 十 PiY 为 好 /Pi 
的 单位 元 .又 依 引 理 2.7.13, 可 号 z 一 村 十 ?其 中 必 EP 门 -站 
Pi 3& Pi。 人 因此 有 Pi 们 -… 作 Pi， 使 得 (sj 十 Pi) 为 
A 了 P; 的 单位 元 。 进 而 依 {x。} 的 性 质 ， 

wD i, xi， 


今 作 gr > Bi%iy 这 里 E; 世 C, 使 得 lle;z;) < 2 1, Yi, 并 
i 


且 fei 归 顷 地 生得 
zi 已 天 未 十 82 
E24 十 "二 Erm) + erli€ BCKIY™, 
Yi 实 针 这 基 可 以 作 到 的 ， 因 为 zils484 十 十 8 的 谱 
仪 由 有 有限 个 点 组 成 。 现 在 由 庄 r。 的 连续 性 《定理 1.9.5》， 不 难 
见 of 满足 要 求 。 证 毕 ， 

引 理 2.7.16 设 吕 是 Banach 代数 A 中 的 导 运 算 , 则 至 多 除去 
有 益 个 余 维 为 有 限 的 本 项 理 想 外 ,对 所 有 的 本 原理 想 P，QzD 都 
是 连续 的 ,这 里 Op 是 4 到 4/P 的 商 旺 象 。 

证 若 不 然 , 依 引 理 2.7.12, 将 有 4 的 互 不 相间 的 本 原理 想 无 
穷 列 {P 小 ， 使 复 905,D 不 连续 ,并 且 dim41 P。 一 coyvn。 

依 引 理 2.7.13, 对 每 个 nx, 将 有 4 的 不 可 约 表 示 ixs，XX,}， 
这 里 元 。 是 有 穷 维 的 Banach 空间 ,使 得 kerx, 一 Pi, 及 ze 一 
B(X,)。 又 依 引 理 2.7.14, 对 每 个 0 关 寺 E 让 ，e 一 ef(DCa) 丫 : 
4 一 区 不 是 连 统 的 ，Yn。 

今 肥 5 全。 峰 趾 一 1 依 引 理 2.7.15, 可 取 和 ,0231…} 性 
4， 合 得 对 每 个 x， 


x(as} 一 个，wi < 《1) 
zig ) EE BOXI)Y ', Yi ww, C2) 
jz < 277. (3) 


» 族 名 申 


由 (2) 可见 

Tals ”7 “qs, 天 0 ,Yn, C4) 
再 依 不 过 续 性 及 《4, 可 归 铀 地 湾 到 {5,，,'"*} 忆 4， 使 得 对 每 
个 有， 


| (1 + De a)), VIEi<s, (5) 
Jas DBs) a on), 
> K+ Fle Dbio ed) (0) 
这 里 正 整数 列 {K,)} 满足 
Fe ~ tool > 00). 0) 


n= Bat 十 > Bigi* qns2s WH, 


依 (3), 《5), 它们 作为 4 中 元 有 意义 , 并 下 


c= > big 0 + boda G+ Falatl' HY 


| 
注意 由 (3),(5)， 
Hes * Des a) < 2, 
区 


sa DONDEs 一 Dbi0r ro) 


十 x DAE) a ras + rb Da + a))E, 
二 区 站 (cj ad + zi eaDKenfi “2 和 
依 《1) 第 四 项 = 一 0; 依 (5), || 第 三 项 上 志 |z,; 此 外 ，! 第 五 项 | 委 
2 由 。 从 而 由 《67)， 
lx, liDOON S lr CDCeD)E sl > K, — 3lxel, 
或 


1DKCe31 2 


这 不 可 能 。 引 理 万 待 证 。 

定理 2.7.17 (johnson-Sinclaire) 设 4 是 半音 纯 的 Banact 
代 救 ，D.,A 一 A 是 导 运 算 , 则 六 是 自动 牵 急 的 。 

证 记 Ps 一 八 {PIP 是 4 的 本 原理 想 , 使 熏 0pD 还 续 1， 设 
在 4 中 ,，@s~*>0, 在 AjiPo 中， 各 poDKao 一 【aa 十 Po) (Cot A). 
世 对 于 4 的 任意 本 原理 想 已 ， 并 且 QpD 连续 时 ,有 BeDKeo 一 
P 在 4/P 中 这 样 的 2 二 Po， 因 浊 ， 

QD la) lar, 一 inf Dla) + cll inf fples) + el 


一 |OrDlas) gp 一 0 

因此 ， oe P,, Bl QF.DO:): A AlP, 是 闭 算 子 ,人 以 !i 连 总 ， 

如 未 Po 一 40}，9p.D 一 DD 连续， 万 竺 证 ， 因 业 可 误 Po 
40}。 依 引 理 2.7.16， 可 能 有 4 能 相互 人 不同 的 本 原理 想 Pl，………， 
P。， 使 得 P; 在 4 中 的 余 维 是 有 限 的 , 并 日 Bp,D: A A1P; 不 
连续 ,1 所 1 所 

设 工 ; 是 4 的 极 大 正则 左 理 想 , 使 得 P; 一 Li: ACL;， 杆 蚌 
{ri 是 4 的 冯 限 维 不 可 约 表 未 ,使 得 kerxz; 王 了 |/， 这 里 ;一 
Aj 上 L;、z} 是 相应 于 二 的 左 正 则 表示 ，1 所 1 所 nn。 注意 

PeeP, 

《 否 则 Qe.D 汐 QOpD:A—r AiP, RR AiPo-r CA/lP)}I(P,! Ps) 
酒 胰 象 的 复 台 ,从 而 连 纺 , 这 与 关于 PP， 的 很 定 硼 牙 后 ,因此 J 二 
xz Pa 是 站 4 的 非 零 理想 ， 我 们 说 对 任 交 的 OE Xi， 
JE 一 天:。 事 实 上 ，J 是 xd 的 不 变 子 空间 ， 依 ri 的 不 可 
约 ， J co 或 10}, 如 果 J = 0}, 则 看 witd)E 一 到 | 《命题 
1.4.6), 


» 3lrsl .0 


Ha ll 


TX Ji = {10}, 
则 互 一 {了 引 ， 蔬 看 。 和 由 此 ,ji 在 式 ; 中 也 是 不 可 约 的 , 好 fy| Po， 
和 桨 是 Pa 的 不 可 约 表 示 。 寻 此 ，kertai|PW) 一 Di 站 是 P 
的 本 并 理想 ，! 专 1 夸 w， 并 且 


二 四 


MN CPNPYO = (NPNP, ~ RCA) — {0}, 
这 说明 P， 是 六 单纯 的 , 此 外 ， 
{ 鲜 % 终 对 是 P 的 一 一 表示 
(事实 上 ,如 对 某 ee Posxta) 一 0, 1 所 i 安 #， 则 a€ NP;N 


Po 一 {0})》， 由 于 每 个 X; 是 有 限 维 的 ,因此 ，P。 基 有 限 维 鸭 . 今 
依 Wedderburn 定理 《 风 本 节 附 录 )，P。 有 单位 元 e。 对 任意 的 
ec 好 et 及 oeEeE 于 是 
re — elae)} ~— (ra)e 一 ty 
即 < 是 4 的 中 心 右 等 7 江 ,jJ|H Po 一 4 一 4 
注意 Dle) 一 D(e?) 一 2eD(e), 于 是 
DleYe = 2D(eYe = Dle), 
因此 Dita) 一 0， 从 i Dea) 一 DG wecE A。， 这 说 明 DD 对 于 
eA 及 (1 一 2)A4 一 4a 一 oe lat 4 都 是 不 变 的， 
下 面 的 图 是 交换 的 


(1— ed 4 
D QD 
Cloyd A 


这 里 p(s 十 Po) 一 4 一 ge (Ye€ 人 们 ， 易 抑 史 是 可 以 定义 的 ， 我 
们 说 它 也 是 连续 的 ， 事 实 上 ， 对 任意 的 ec 4，eeEp， 于 是 
le + Po 专 lla 一 aej， 由 此 易 见 tw 一 ac) 一 a 十 Po 是 《1 一 
ej)4 到 4/P。 上 一 对 一 的 连续 耻 象 。 今 依 开 映 象 定理 , 中 是 连续 
的 .由 下 ， 嘱 :61 一 ce4 一 《1 一 ed 是 连续 的 。 此 外 ，P 一 好 
是 有 限 维 的 ， 自然 DAe 一 Ae 是 连续 的 因此。D:A~>A 基 

辣 合 定理 2.7.9 与 2.7.17, 我 们 又 可 得 到 

定理 27.18 设 4 是 半 单 纯 的 交换 Banach 代数 , 则 4 中 没有 


s DL = 


非 堆 的 导 运 算 . 

注 ” 泊 松 括 号 是 经 典 力 学 过 渡 到 量子 力学 的 标志 ， 它 表示 微 
观 系统 力学 量 的 不 可 变换 性 , 即 届 不 准 关 系 ; 李 群 的 表示 归结 为 李 
代数 的 表示 ， 而 李 代 数 的 乘 读 类 似 于 泊 松 括号 ， 把 这 个 运算 淮 广 
宅 更 一 般 鸭 代数 上 ,特别 是 Banach 代数 ,这 束 是 我 们 研究 导 运 算 
扔 背景 ,并 且 它 与 代 煞 的 上 自 辣 梅 有 密 奶 的 关系 

命题 2.7.4，2.7.7，2.7.8 层 于 台 . Zeller-Meier: 定理 2.7.9 属 
本 I. M， Singer 与 J Wermer 《LSs6T 3， 定 理 2.7.18 闲 于 B. RR. 
Johnson (130]); 定理 2.7.17 凯 于 B. E., Jobhnson 与 A. M. 3i- 
nclaire ([311), 


附录 ”有限 维 半 单纯 ( 复 ) 代 数 的 均 造 


Wedderburn 定理 说 4 是 有 限 维 的 半 单 纯 ( 复 ?代数 ， 则 
4A= D-DD,. 
这 里 每 个 J 是 4 的 极 小 双 钢 理想 ,并 且 岗 构 于 某 个 有 温 阶 的 ( 复 》 
短 阵 代数 。 特 别 , 4 必 有 单位 元 ， 

证 设 {xz, 和 是 .4 的 不 可 约 寄 示 ，P = kerx 是 4 的 本 原 
理想 ,将 可 诱导 41 的 一 一 个 可 约 表示 坟 , 攻 }， 由 于 dimx(A} 
P) 一 dimAjP < oo， 朵 及 对 和 任意 的 0 基 EEX, (AIPYs 二 X， 
因此 XX 是 有 限 维 的 。 愉 而 可 认为 了 是 Banach 空间 ,以 及 元 一 一 
地 把 41P 上 陋 人 BCX》 之 中 。 转嫁 范 数 后 ， 可 以 认为 A4IP 基 
Banach 代数 ， 今 依 引 理 1.7.11 及 多 是 有 限 维 的 ,可 见 

EAIP) = BOX), 
即 41P 同 构 于 某 个 有 限 阶 的 ( 复 》 妓 阵 人 代数。 特别 ，Aj/P 是 简 
单 的 (不 包含 任何 真 的 韭 寒 理想》, 有 单位 元 ,以 及 P 了 是 .4 的 极 天 双 
侧 理 想 ， 

外 于 4 是 有 限 维 并 县 半 单 纯 的 、 二 是 有 最 小 的 下 整数 wx， 及 
相互 不 同 的 本 原 埋 想 Pi,:…,P。, 使 入 了 Pi 一 {0}， 令 Ji= 


s 2 a 


{Pi 避让， 于 是 Ji 是 非 蕉 的 双全 理想 ,二 天 人 有 一 10。 前 
一 段 的 证 明 已 指出 P， 是 极 大 的 双 侧 至 想 ,因此 
A=— PBDJ,, 
从 而 J 术 衬 A1P;) 同 榴 于 基 有 限 阶 的 ( 复 ) 算 隆 代 数 ， 工 委 工 委 # 
今 只 须 证 明 
A= TB...D,. 


依 J 的 定义 及 门 p; 一 {0}, 显然 这 是 直 和 .对 于 任何 的 ee 4， 


f=1 
可 写 2 一 六 十 血 ， 这 里 LE， Pe 了 继而 可 号 真一 六 十 护 ， 
这 里 天 E 六 PE PP 由 于 六 CPP 因此， 名 一 和 一 大 E 天 人 卫 :. 
接 下 来 , 写 pz 一 入 十 吉 ，。 这 二 Ej, pt Ps。 由 于 JCPNn PP,,， 
因此 ， 太一 所 一 六 6 PN PN Psa, 最 终 必 可 表达 fg 一刀 十 … 十 
2 证 毕 ， 


习题 
(1) 设 & 是 Banach 代数 4A 上 的 连续 自 同 构 ,并 有 le 一 下 < 一 1， 
这 里 1 表示 4 中 的 恒 等 鼎 象 ,， 则 D 一 logn 是 4 中 的 轿 续 导 运 
算 ， 

(2) 设 a 是 Banach 代数 4 上 的 等 距 自 同 构 , 并 且 le 一 1<V 2 ， 
则 兄 一 logez 是 4 中 的 连 绕 导 运 算 。 


$ 8 Banach 代数 中 函数 方程 的 解 


引 理 28.1 设 4 是 有 单位 元 6 的 Banach 代数 , 上 是 复 平 面 
C 的 开 子 集 , 了 是 上 中 的 解析 嫩 数 ， 并且 (x) 尖 0，Yz€U， 又 
XE A rH HIATTCTU, vn) 0, HB fr) = fir + i), 
则 ~ 0。 

证 设 B 是 包含 easy 的 有 4 的 极 大 妇 物 于 代数 ,， 怠 是 8 的 


* 93 = 


注意 
0 一 fx 十 四 一 Fe 一 于 fC EC + uo ho) 


— (x Ae) jd = Wy, 
这 里 是 上 中 的 可 度 长 围 广 ,包围 fs] 一 olz# 十 #)， 以 及 
5 | fC 十 # 一 2 人 YY — he) ld4, 
十 是 对 任意 有 的 的 出 于 pfa 二 0, 可见 


o( 四 一 工 二 |， fCi(pCey — 1d 一 foc) #0, 


== 


这 说 明 ，” 在 让 条 这 的 已 经 指出 wv 一 0 从 而 # 一 和 。 证 昔 . 

3| 理 2.8.2 设 4 是 有 单位 元 的 Banach 代数 ,是 复 平面 
C 的 开 字 从 ,了 是 上 中 的 单 叶 和 解析 隧 数 ,FF 一 7(V2， 如 果 ae 4 
并 且 xfeqJcF， 则 存在 唯一 的 x€ 4， 使 得 

ot)ECU, fr) = a, 

并 且 46} 一 14x 六 (在 4 中 的 交换 子 ), 忆 及 x 属于 4 的 任意 包 售 # 
的 极 太 斧 挽 子 代 数 ， 

此 外 ,如 果 耻 是 单 连通 的 ;, 则 人 述 可 以 为 了 的 多 项 式 任 意 好 遥 
过 ， 

证 依 了 的 单 叶 人 性 , 将 育 了 站 的 单 于 解析 珊 数 &， 使 得 了 与 
& 豆 为 逆 。 

电 于 cote) 芒 可 定 父 4 的 元 x 一 EL4) 《定义 1.6.3),， 恢 
定理 1.6.5 及 1.6.8， 

os) CCU, fx) 一 a, 

由 7) 一 4 2 一 x， 有 见 {x 玫 {a 及 若是 44 的 
极 大 交 措 于 全 类 aE 8B, 晤 BCta}. i 于 xéix} = {oa}, 
可 见 zB 二 bx，YWbE 8 又 下 是 极 大 交换 的 ,因此 x € 8B， 

令 若 7E 4， 也 满足 oty) CU，f(ty) 一 a。 于是 ,y€ {c 一 
{x*， 好 xy 一 yx。 设 8 是 4 的 极 大 交换 子 代数 ， 使 得 >: ?6 8， 
于 是 at B， 并 且 ca 的 一 o05)，YbE€ B。 如 有 末 名 是 8 的 说 空 


ss 六 和 


全 ,于 村 伍 闪 的 p& 器， 
PX) Eg) TU, phy) EE oly ICU, 

注意 大 of) 一 ef 一 pe 一 PRO 一 fp 又 于 在 
中 是 单 计 鸭 ， 因 此 p(x) 一 pt， 从 而 可 写 y 一 x 十 #， 这 里 
#€ B， 并 且 uw) 一 9， 进而 依 3l 理 2.3.1, # 一 0; 即 x 一 Jy 

最 后 ,如 二 了 是 单 连带 的 ,我 们 可 以 取 紧 子 梨 无， 使 每 

Tl(qa)CKCKCV,， 并且 (C\K) 是 连通 的 ， 

于 是 依 Runge 定理 《2.7.6), 将 有 多 项 式 列 pf 使 得 p,(4) 一 
gf 对 416 天 一 笋 。 由 此 ， po 一 444) 一 +， 于 上 毕 ， 

圳 在 米 浪 察 初 等 函数 的 情形 . 

命题 2.8.3 设 4 是 有 单位 元 。 的 Banach 代数 ， 

(C1) 和 讶 珀 一 1ERI 一 1 <I,V= 1 {EV}, 则 
对 任意 的 ac 4，xaJCF， 存 在 唯一 的 xE 4， 使 得 otx) CU， 
x 一 8g， 并 有 旦 这 个 * 可 以 为 0 的 多 项 式 尾音 地 演 近 ; 

C2) 设 eg 4， 并 且 vte 一 09) 过 1， 则 存在 唯一 的 x€ 4， 
使 得 vte 一 2) 之 1 于 二 4a， 并 且 * 可 以 为 5 的 多 项 式 尾 意 地 到 
和 近 ; 

(C3) 设 eg dog)CeOR_， 则 和 企 在 唯一 的 xc 4， 使 得 

sxctClRel 0} ,x:—= a, 
并 且 * 可 这 为 8 的 多 束 式 尾 意 地带 近 ， 

证 (1 与 《3) 由 3| 理 2.8.2 立 用 。(2)》 只 顷 注 章 珀 一 {i€ 
01 一 11<1jcF = 到 再 用 引 理 2.8.2 即 得 证 ， 

命题 2.8.4 设 好 是 Banach 代 阁 ，acEedofoel<s1， 则 zz 有 
崔 一 的 氢 道 平方 根 x* 《 即 xex 一 2x 一 x 一 9), 使 得 viw) 一 1， 
并 月 过 可 以 为 了 的 肖 数 项 是 0 的 区 项 式 任 意 埋 迁 近 ， 

证 沽 上 碟 4 十 C， 由 于 v(t1 一 《1 一 9)) 二 1, 依 合 题 2.8.3， 
将 有 唯一 的 x € 4 及 iE 使 得 

(x) 一 1 一 1 二 x) 之 1， 
于 是 必 二 7。 如果 4 二 一 1, 则 vf2 一 x 过 1， 这 说 有 x 在 4 十 
{, 中 有 闭 ， 将 污 * €E 4 相 矛 盾 内 此 1 一 1 即 xox 一 a， 


La 


vtwy nc 1 

今 若 7 了 E 4 也 满足 要 求 , 于 是 

《1 一 4 一 工 一 5 区 1 一 《一季 一 pp < 1 

依 前 昕 所 说 的 唯一 性 ，1 一 ?一 1 一 *%， 即 了 一 小 

上 出外, 《1 一 zz》 可 凡 为 【1 一 5) 的 多 项 式 在 4 二 CC 中 和 任意 
地 站 近 , 从而 得 证 。 

命题 2.8.5 设 4 是 有 单位 元 e 的 Banach 代数 ,23z2oe A， 

C1) 如 所 oCe) 二 {4 ECIReh > 0， 则 存在 唯一 的 *xk 4, 使 
得 四 


oo)c1z 一 roise et | [| < 了 |， Ye =m os 
这 时 实际 上 olx)c{ = 一 reoec|lol 天 三) 
2 
《2) 如 条 二 一 2 或 3，oko)C 人 ccCRei>>0)， 则 存在 唯一 
的 ze 了， 使 得 
res} CAECIRei > 0l, x"— a; 
C3) 扣 果 v(e 一 拉 三 1， 则 存在 唯一 的 x 4， 使 得 
ro) C {a — Pei 可 | 已] < ,i 一 1| 二 中， Xo: 
《4) 如 孙 # 二 2 或 3,， vte 一 2) 三 1， 划 存在 唯一 的 xE 4， 
使 得 2fe 一 x*) 过 1,x" 一 a， 
. .rE 
(5) 如 果 ve 一 oy) < 血 于 或 (1 一 (1 sin 工 | )， 则 
存在 唯一 的 x E 4， 人 局 每 
ple — xX) < sin 二 ， xX" 一 
季 
此 外 ,上 面 五 种 情况 的 x 均 可 名 4 的 多 项 式 任意 弛 通 近 ， 
证 (1) 设 f(D 一 + 二,U ~ 人 ee C 


19f = 工 |， 一 
了 名 


0) 一 {4€ CIRer 这 0， 则 了 单 四 地 把 上野 成 了 F， 于 是 依 引 下 
2.8.2， 有 唯一 的 *€ 4， 使 得 


+ Of 


可 [ 的 人 了 4 吓人 
今 车 ye 4，rGODC 人 一 reescllel 二 到 ， 也 满足 所 一 。， 


由 于 oC)* = ola)CrV， 因 此 只 能 有 cf 和 和 区 。， 依 哗 一 性 ，7? 一 
者 


《2)，(3),，(4) 的 证 明 与 1) 相仿 ， 
(5) 记 1 一 sin 一 ， 由 于 1 委 1 一 kL 一 和) 因此 可 设 


2 一 二 1 一 人 1 一 2 六。 命 忆 是 必 ] 工 为 中 心 。1 为 半径 的 开 
融 ， 帮 二 一， 一 10)， 则 于 单 时 地 反映 成 了 了 。 攻 本 3 是 
也 工 为 中 心 、 工 一 4 一 2 为 半径 的 开 圆 ,可 以 亚 明 SCF。， 由 
此 依 引 理 2.8.2 由 可 获 证 。 证 毕 ， 

注 本 命题 的 (4), 当 #* 实 4 ,时 ， 唯一 住 并 个 成 立 ， 事实 上 ， 
设 站 科 4， 一 2<1， 仿 


+ gs" (qa— ge) ‘dg, 
2xi JT 


这 里 了 是 5C1,1) 一 42€ | |1 一 4| 过 1} 中 的 可 度 长 围 道 ,并 有 8 
包围 cto),z** 是 复 平 而 浇 负 实 轴 切 开 后 的 主 分 支 , 那 末 也 有 z 姑 一 
25ofe 一 z+) 1。 但 这 样 的 * 术 必 只 一， 例如 设 4A 是 有 单位 元 * 

的 交 控 Banach 代数 ,并 有 和 非 喜 短 等 函 六 ,六 ， 使 得 pip; 一 0,pi 十 


疡 二 2， 取 4 二 re*e 5S(1,1), 并且 < 全 《由 于 六 4， 


这 可 以 做 到 )，0 < r < 1，+ 足够 小 ,可 使 得 4? Ee SCL 1)， 自 然 
也 可 表达 好 一 reeriz, 这 里 一 2r 一 #0€ (， 三 让 令 = 


re ‘Ts | 
MAY = A 
如 果 gg 一 yeyola)CC301,1), 于 基 8 一 4e, 或 1 一 前 面 永 
谁 的 +), 或 Lp 坏 dps 多 请 四 
1 由) 1， 十? og, 
命题 2.8.6 设 4 是 吝 单位 元 e 的 Banach 代数 , 无 于 下 列 情 


申 dF *« 


形 之 一 : 

ID UU= {Cm <a},V = OR_; 

C2Y Ue {AECI jlmA < 2}, Vo {1 CRed > Di 

(3) U 是 以 0 为 中 心 、 亡 为 半径 的 开 圆 ，$ 是 以 ! 为 中 心 、 
ee“ 为 半径 的 开国 ， 

和 如果 a€ 4，ota)CV《 或 $)， 则 存在 唯一 的 x € 4， 使 得 
oJ) CU er 一 g9， 并 且 * 可 为 # 的 多 项 式 尾 意 地 遂 近 ， 

证 ”对 于 情形 《10 与 (23 由 于 f 扩 xz) 宇 e* 单 寻 地 把 口上 里 成 
FV， 从 和 而 依 引 理 2.8.2 至 砚 ， 对 于 悄 形 (3), 了 在 中 癌 上 叶 ， 并且 
SCfCUVUD)， 因 此 也 恨 引 理 2.8.2 得 证 。 证 毕 . 

命题 2.8.7 设 4 是 有 单位 元 5 的 Banach 代 儿 ,对 于 下 列 情 


《17 U = {2e cliRei< 三 |， 
V 一 CNELI ,十 co)U( 一 oo ,一 1]7; 
(2) 了 一 fe C [Rel| 一 三，Jma>0j， 
FF 一 {1 Ee CImA>0}: 
(3) 上 是 以 0 为 中 心 、 地 为 半径 的 开关, $ 是 开 单 位 国 ， 
如果 ac 有 4，oCa)CV《 或 3， 则 存在 唯一 的 x& 4， 使 得 
Jtzs) CU, sinr 一 9 并且 x 可 汰 3 的 和 多项式 任 意 池 通过 ， 
证 朋 与 全 三 2.8.6 相似. 
命题 2.8.8 设 4 蝶 有 单 伍 元 5 有 隐 Banmach 代 煞 ,对 于 下 列 情 
形 之 一 : 
(DU~ ed| [ReX| < 二 |， $ 是 开 单位 哆 ; 


《2》 上，5 分 别 是 以 0 为 中 心 ,半径 为 志 及 = 的 开国 ， 这 里 


m= (eite ) (ei— ee 7), 


二 只 分 申 


如 果 ae dzgaelcCs， 则 存在 唯一 的 *E 4， 使 矢 rc 一 忆 ， 
gx 一 9、 并且 x 可 为 4 的 多 项 式 任意 地 逼近 ， 

证 了 明 与 命题 2.8.6 相 人 局， 

注 E，Hille 《I23]》 首 先 著 虑 了 fz) 一 中 或 时 的 情形 ; 
命题 2.8.3 的 (27 ,属于 F.F. Bonsall 与 D. SG Stirling ([?71); 
命题 2.8.3 的 (3), 届 于 工 了 Gardner 命题 2.8.5 [的 (5), 太 命题 
2.8.7 的 3, 可 风 [41; 基本 3] 坦 2.8.1 与 2.8.2 层 于 李 师 仁 与 杨 一 民 
C[36]》， 此外，A， 工 ，T，Paterson ([441) 考虑 了 一 般 情 形 ， 3 
人 人 符 解 概念 ,并 讨论 了 特 钥 与 通 解 之 间 哆 关东 等 。 


本 从 和 


第 三 章 交换 Banach 代数 与 多 复 变 冰 数理 论 


本 章 讨论 一 些 交 换 Banach 代数 的 Gelfand 理论 与 多 个 复 
变量 孙 数 理论 之 间 的 联系 。 为 了 自给 自足 起 见 ,$ 1 中 我 们 介绍 了 
将 在 下 面 各 节 中 用 到 的 一 些 多 复 变 函数 的 概念 与 结果 ;32 中 引入 
交换 Banach 代数 中 多 个 元 素 的 联合 谱 的 概念 ; 白 此 我 们 在 $3 
定 涪 冤 个 元 素 的 函数 ;44 是 Banach 代 刍 中 的 隐 国 数 定 理 ， 和 为 
得 更 ,还 从 此 可 得 到 Shiloy 等 等 元 定理 等 ; $5 的 Arens-Royden 
定 姓 ,要 用 到 多 复 变 函数 理论 的 深刻 结 让 .一 个 自然 而 有 兴趣 的 问 
题 是 : 如 何 用 区 换 Banach 代数 的 构 闭 来 刻 划 它 的 谱 空 间 的 拓 让 
性 质 ? 这 方面 首先 是 关于 谱 空 间 Cech 上 同调 群 的 结果 ( 见 $7)， 
为 了 做 到 自给 自足 , 在 $6 我 们 介绍 了 紧 空 间 的 Cech 上 同调 群 ， 


$1. 多 个 复 变 量 的 解析 遂 数 的 基本 概念 


如 果 避 是 复 平 面世 的 开 子 集 , f 基 己 中 的 解析 函数 ， 可 以 有 
两 种 等 价 的 定义 : (1) 对 任意 的 2€ 如， 如 内 以 4 为 中 心 、r 为 半 
径 的 开 圆 SC4,r)CU， 则 在 8C(4,r) 中 ,了 可 展开 成 绝对 一 致 收 
化 的 时 级 数 ; 1(2D) 一 >) cos 一 和 "VzE€ SC4, 7); (2) F (a) 


对 任意 的 z &€ 存在 。 地 在 把 这 个 定义 及 有 关 性 质 推广 到 多 个 复 
变量 的 遂 数 下 去。 
定义 了 1 设 Ch) EC rr rE 
Rt+* ( 即 每 个 r; 之 0)， 我 们 称 
PiaAgr) = {2 Cg sa) EC sO— A < rs li 
为 以 2 为 中 心 ,* 为 半径 的 ( 开 ) 多 贺 柱 ， 
以 1 为 展开 点 的 形式 蜡 级 数 (sn 重 ) 指 
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DY aei(gi A ea ) 


| 


简 记 为 之 ,wukz 一 2)"， 这 里 sm EC， Ym 


命题 .1.2 如 采 存 在 常数 对 ， 及 二 Et ， 使 得 
eof 一 13 SM, Ym 
特别 ,如 果 之 ; anka 一 14)” 依 基 种 方式 排列 成 单 级 数 而 收敛 , 则 


震级 姓 全， ons 一 4)* 在 多 圆柱 PC(4，,+) 中 绝对 收 争 ,而 且 在 
PC4, r) 的 任何 紧 子 集中 一 致 收 效 , 特别 ，> anfz 一 1” 在 
PK2,r)》 中 是 连续 的 ,这 里 rj 一 [pi 一 4 1 和 7 所 

证 当 xs€ P(t,r) 时、 由 于 [Cz 一 Cp 一 41):| < 之 1， 
1 委 j sw， 因 此 ， 

ilenls — 1)"| 实 M SlCr ~ Hp 1) |* 一 0. 


此 外 ，PC4,r)》 的 任何 归 了 个 天 个 P(4,r 一 8), 由 此 ， 
命题 的 其 余 结 论 均 为 显然 。 证 
定义 3.1.3 站 0 是 C 的 开 于 名 ,口中 的 复 信 甬 数 其 为 
个 复 变 量 sx …，,s。 的 ) 解 析 函 数 , 指 对 于 任何 +E U， 有 多 阅 柱 
PC(1,r)CU， 使 得 对 于 ze PC r)，FCs) 可 以 表示 成 收 伍 的 宕 
级 数 
fs) 一 DF) amfz 一 1)=， 


依 命题 3.1.2, 这 级 数 必 然 是 绝对 收 合 的 ， 同 时 易 见 f 对 每 个 单 变 
量 是 解析 的 ， 

命题 314 如 果 f(z) 一 >iaa 人 as 一 1)m 在 Pr) 中 收 
伍 , 风 了 在 PC4,r) 中 解析 ,并 且 对 每 个 变量 zj,f 在 |zj 一 入 | 之 
中 是 解析 的 (作为 单 变量 解析 天 数 ), 以 及 


ed 一 Fammilay — Mm A pe — A )™s 
} 


在 P(%,r) 中 仍然 是 解析 的 。 


® Olie 


证 治 HE (ps Maj E PCA, r), 其 和 i mi CO i| < 
1 ?ww 联 8 祈 0 此 65; 0, 使 得 


Ai] 
> * ls 一 不 | 元 
私 之 len| “Cs— | Ti 
ol oe 00, Yat Pin,d), 
由 此 | 


He) = Yans — A SY as oom + Cr mi))" 


[er 


一 YB pi) Vee PCOp,D). 
依 定 义 3.1.3, 1 在 P(i,r) 中 是 解析 的 ， 今 任意 国定 j 及 
{zi gO rf 则 | 

fz) 一 DY) Ba 


对 zi 区 SLs ri) 收 侣 ， 这 里 Boni Sis “ “1 表示 不依 赖 
zi9 Ym 从 而 fw) 对 z; 人 《单个 复 变 最 ) 解 术 ， 此 外 ,对 ss &€ P(t%， 
r), 取 2 € Pi,r), 全 得 
[Csi— OCsi — 4) 1 Tei 
则 
Zianpikz — | EM DPD ml — 1 — 1 < 0, 
这 里 M 便 得 aufx 一 4)"| 之 和， Ym, 并且 m' 与 加 的 差别 在 于 
?mm 代 网 《二 一 1)。 因 此 
> am — A)™ 


也 是 PC4,r》 中 的 解析 函数 ,是 易 见 广 等 于 9f/6x1。 证 毕 ， 
命题 3.1.5 如 果 f(z) 一 了 awlz 一 4)" 在 PC4,r) 中 收 
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化 ,并 且 大 — 0, vee Pt1, +), HN a = 0 Ym, 特别 在 多 网 
硅 上 收 竹 的 才 级 数 , 其 各 个 系数 哗 一 确定 ， 
i 让 f(z) = 3)| >) aml 一 025z > ‘(zs 一 im | (za 一 


mp 
A)" 一 0， 依 单 汉 量 情形 ,可 见 
2 fm mm 四 az ma- ， "Cz Ln)"™n 一 0， 


于 


Yi 及 |2j) 一 相 | 二 ri 2 之 7 丢 n， 如 此 驯 推 ,; 肝 有 cm 一 0， 
Yam， 让 毕 ， 

定理 3.1.6 设 U 是 C* 的 连通 天子 集 , 了 在 习 中 解析 , 且 f 在 
也 的 一 个 非 空 开 子 集 上 服 值 恒 为 0, 则 于 在 区 中 取 佳 恒 为 0. 

证 ” 依 设 ,有 多 加 柱 PC(i,r)cCU， 使 得 f 在 Pt, 7) 中 取 但 
恒 为 0。 对 任意 的 ww & 口 ， 由 于 UU 连通， 可 取 路 答 T 连 接 14 与， 
进而 可 取 这 路 径 了 的 一 个 分 制 4 二 4, 和， de 一 以 及 多 
圆柱 Pi 1 三 伟 丸 ， 使 得 


站 yi 要， 有 U PrAasori2p oT, 


为 了 证 明 所 8&) 一 0， 问 题 归 结 为 : 各 果 f 在 多 加 入 PCO, r+) 中 
解析 ， 并 县 在 PC(4,r》 的 一 个 非 空 开 子 集中 取 值 恒 为 6，。 则 了 在 
PC(4,r) 中 到 值 恒 为 0、 换言之 ,我们 可 以 假定 也 为 多 圆柱 PC4， 
r)。 

这 时 将 有 多 回 柱 PCAnOCPKsr)， 而 于 在 已 CA sy 中 取 
值 恒 为 0。 任 次 园 定 {z;[2 志和 ws 一 | 之 5,2 夺 1 
于 是 gs E Stor 的 解析 还 数 fsirzas 2) 和 企 | 一 | 
5 中 取信 重 为 0， 从 证 . 

fis) = 0 Via A < r,, {zi 一 si < 3 2 了 之 他 
继续 递 推 ,可 见 fz) 一 0，Yz € P(4,r》， 证 毕 

定理 3.1.7 (Cauchy 公式 )】 设 UV; 是 复 平 殖 CC 的 有 界 开 子 
集 ， 且 其 边界 由 有 限 条 互 不 相交 可 度 长 的 简单 闭 曲 线 构 成 ， 
1 jn fz) XU 中 的 解析 阔 数 ,并 且 在 


U, < Te A Fa 上 连续 , 曾 
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ww)】 = _ fm) dr -ud 
fa ~ a 下 了 ee 


VeEU, Xx .x 这 里 C， 一 60;， 1 所 了 和 为， 积分 可 依 任 
癌 次 序 的 近代 积分 或 同时 的 Riemana 积分 来 理解 

让 当 # 二 1 时 是 熟知 的 。 设 对 (5 一 1 成立, 把 其 my 
za) 看 作 zez 的 解析 国 数 (任意 固定 zj € Uji, 2 二 了 二 #)。 当 
gE 时 ,由 于 在 天 -x 
上 是 一 致 连 续 的 , 从而， 六 #520 呈 a) 是 z4 EU 的 解析 医 数 六 
gi 的 一 至 极限 ， 因此 ，fCay,52 "5n) 也 在 本 
是 解析 ， 本 是 依 妥 续 候 定员 对 于 "一 1 的 Cauchy 公式 


- -1 Tt) 
flx, 9 28) ca 1 上 | ce 2 "CFE, — za) 
人 “dt, 
-1 | .， | ad 
Ca vd Ch 2) CE, zo) 
1 | 1 ge 
2ri cs {bl 21) 


妈 芝 所 欲 证 者 。 证 毕 。 
系 3.1.38 如 果 HLs) 在 EU 7?) 《从 而 在 更 大 一 些 多 圆柱 ) 
中 艇 析 , fiz) 一 YY) aolz 一 1 ， 风 


1 HB rbdb di, 


ee ry Cr Fa et 


[a -一 i 


并 且 | ae | SE Mririv ys 这 里 对 是 了 在 


XxX {tl le — ti| 一 了 计 


一 上 


上 的 最 天 模 ， YR (CH, 本 7 
证 ” 依 命 是 3.1.4， 


人 


1 | | ， 
a 


ml ml [Ome mez, |e 


+ D4 + 


再 依 Cauchy te 1.7), 
J = | bs bn Yat “din >» 
me en Ci _ FE mt :CE 1 了 +1 


| 


这 里 Ci 一 8 | 一 如 | 二} 安 ) 大 2 其余 显 伏 ， 证 毕 ， 

定理 3.1.9 证 忆 是 上 的 开 子 集 ,于 是 开 中 的 解析 罗 获 ， 对 任 
意 的 PC,r)CD， f 将 在 PCar》 有 唯一 的 绝对 收 敏 的 级 煞 
展开 式 ， 


I 


fo 一 字 eas — 1)”, Ve P(A,7), 


此 外 ,了 无 窃 可 导 , 并 且 各 阶 导 数 均 是 上 UU 中 的 解析 浆 数 ， 

证 展开 的 准 -- 性 浊 命 题 3.1.5 可 见 ， 

依 定义 3.1.3 及 命题 3.1.2, 于 在 也 中 是 连续 的 ,二 二 对 6 E00， 
min fi): ff 在 P(t4，+ 一 8) 上 是 连续 的 。 人 以 而 

max{|ftz) | 2 1 = ri £1 7 之 2 一 HH. 00, 
对 于 任意 的 mw EN*， 用 Cauchy 公式 定义 

| | i lr stad _ “ ， 
ke (bio Dt OO ba)! 

刚 em) SS Ml Om— EY mr Oo BE) "MI € PiAr — 6 
时 ， 


er =r i 


[astz — 4 | < 时 
依 命 题 3.1.2 

gs) = FY) nls — 1) 
在 Pt4,r 一 6) 中 是 绝对 站 化 的 。 依 定义 3.1.3, 了 对 每 个 单 详 量 
是 解析 有 的 ;从 而 cs 的 定 必 与 8 无关，YWmr， 注 而 

gl2) = DH) ols — 4)" 
在 PC%,r》 中 绝对 收 襄 ， 

依 定 义 3.1.3， 存 在 0 过 8 < 之 +, 使 得 f(z) 在 P(4,3) 中 有 

震级 数 展 开 。 依 Cauchy 公式 及 上 面 法 于 aw 的 定义 与 5 无 关 的 
说 明 y 可 见 2) 呈 gtz)，Ys€ POL)。 于 人 懈 定 理 3.1.6，f(#) 一 


+* 曙 


stz)，wz € PC4,r)， 证 尘 。 

定理 3.1.10( 极 文 镜 原 理 ) 如 有 果 f 在 Cr" 的 开 子 集 U0 中 解 让 
恒 不 为 常数 ， 则 HCz) | 不 能 在 上 中 这 到 了 服 天 信 。 了 叉车 在 上 上 连 
续 , 则 | 基 打 | 在 8U 上 达到 极 大 和 值 , 

证 设 1s)| 和 在 某 * € 达到 极 大 ， 于 县 如 果 P(t,rCU， 
1 4221 实 [Cw) ，Yse PC4,r)， 特 别 地 

(2D) FO | Vz A rs 

依 音 变 曙 情 形 ， 开 49 55) 一 常数 ，Ylz, 一 4.| 二。 
取 定 KE P(A,r), 则 大 和 问 样 、 HA **-, 
EE A < 因此， 其 如， 
1 pin is rn) 本 i127, 继续 递 推 ,可 见 欠 4) 一 i 即 ft2) = 
4)，wYz€ P(A, +)， 于 是 Citz) 一 大 4)) 症 口 中 解析， 让 
Payr) 中 恒 为 0, 依 定理 3.1.6, 了 上 在 区 中 为 常数 ， 这 与 假设 相 取 
盾 。 从 而 | 基 | 不 能 在 妇 中 达到 极 大 值 。 证 毕 。 

定理 3.1.14 设 UV 是 C" 的 开 子 集 ,f 是 UU 中 的 复 值 连续 沙 
数 , 并 且 允 每 个 单 变量 是 解析 的 , 则 了 夺 在 已 中 解析 ， 

证 设 %EU,， P(t4,r)CU， 用 Cauchy 公式 (3.1.8》 定义 
fen， 则 由 于 了 的 过 续 竹 ，> :an(z 一 14)" 在 PC4, r+) 中 绝对 


性 仇 ， 当 ze PC(4,r?) 时 ,了 对 每 个 变 芝 在 解 析 的 ,因此 ， 
Hs a "ee) 一 > 1 | Hrraas ““ Tn) diz, -一 ma 


m, 2 (1 — 和 
一 人 A 
2 | Ch — hr 


《sa 一 220mz HE “ “axa] | 
2 2 | CF A stl d5: 


> me 一 1, 
即 了 在 4 处 解析 ，wa4 e UV。 证 毕 ， 
系 3.1.12 设 U 是 C" 的 开 子 党 ,了 是 避 中 的 复 信 过 续 晒 数 ， 
由 了 在 总 中 解析 , 当 且 仅 当 , 对 每 个 单 变量 赴 族 析 鸭 ， 或 者 6f/ 


”1 06 


9zi 在 上 中 存在 ; :1 近 了 <S 1 

5[| 理 3.1.13 设 bs) ™™ uiC#,y) 十 ii 7y) 是 Ca | 
ZE 在 荣 一 区 域 中 的 解析 了 辣 数 ， 这 里 5 二 十 5 一 
《的 y= CE BR", ES 则 在 这 个 区 域 
中 有 恒等式 
HM V1 ee) -一 der SA -| 
OC az- “Zn 
证 设 站 二 1. (2 阶 的 单位 起 涟 ), 注 意 

Om ys》 Ot ss We) 
人 TiN Ors Fe) Ors Xa) | ，】 
Bf Ho) Ops so) i i 


By yy 1 ya) DCPs “Ye) 


det 


ta 1 一 


1 idni _ OH Gi | | + 1) 十 (Sr _ i 加 ld _ Se 
(5 | Dw; 二 se i (s+ i _ 十 9 ? 


1 < 了 ,大 > 二 为 。 
由 于 Cauchy-Riemann 方程 


是 一 08 一 8， Vi hk, 


Ox: By Oy Bx 
从 而 ;上 式 二 
Ow .Oui of 
人 i 
A x 0 Dr 0 
0 Ox Ox ji 0 Ox jt 


of 卫生 "su 
2f 0 Ea 1 0 


Olgis'"* ,Se) 
0 〈 纪 外 0 次 ) 
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由 于 


3 (a) 


从 古 


Ou do 
a 2 Dx dx 

det 0h fn) 一 det 
OC | Gn Go 
DY bY 


加 (ty 
dx Ras yi sya) 
de Dali Hey Vn) 
Bx Ps a 
证 芋 。 
定理 3.1.1 人 了 史 关 数 存 在 定理 》 和 设 拓 加， 21 
”是 呈 十 站 个 经 变 数 3 一 (20 引 呈 Cw 站 nw) 在 
城中 艇 析 
的 基数 ,并 且 jig) 一 0，, 1 所 1 守 机， 以及 


Ho | 0, 


站 fa 
由 在 z = 2 尖 基 个 邻 域 了 中 有 了 瞧 一 的 解析 前 数 族 wi 一 内 (3 二 
als") 1 和 使 得 
人 Wn 0 YI (ge Fa) EV, 
wa fis | 1 mn 

证 设 扩 一 二 十 1， 和， 于 是 
雹 st 是 2# 十 2m 个 实 变量 的 连续 可 避 函 数 , 并 且 在 《4 pz) 处 

0。 依 引 理 3.1.13 及 所 设 

det | Ossi Hm dm) 


A (ss 本 (1p) 


a Hf) 


1 sm) op 
由 此 ， 依 实 变 量 的 隐 函 数 存 在 定理 ,可 礁 一 决定 4 的 邻 域 


» J03* 


VCR*) 守 的 连 毋 可 导 函 数 族 
HPs Pa) Ti 1 
使 得 
天 [zy Ra) O00, 1， (1) 
Ve 一 《zi 
ry) i) HH w= 1 
今 员 须 证 明 weifsy 在 中 是 解析 的 ，1 委 了 委 下。 站 (了) 及 
s(x ET 
-of 二 > Ofi Ow 十 > Of Cw 一 0, 
Bz; EBwm O8 三 Bo bi 
这 里 8/8 如 一 二 (如 二 18y-)， 由 于 请 对 w，， zt 是 解析 
的 ;做 Cauchy-Riemann 方程 ,在 (4, &》 的 分 域 中 有 
of _ ofi 
Ba Bo 
当 jg 一 {21 ac 时 ,由 于 Mik40 一 站， 可 设 下 足 鲜 小 ,从 
而 《se 属于 诸 方 解析 的 区 域 。 因 此， 
ofi Ow 0 1 宏和 入 > 
£1 dw, 日 了 ”1 


但 在 (4,&) 的 邻 域 中 ， 


det (下 二 0， 
Dw /sil 


因此 Bwtan)/ B83 一 0，YzEV ,1 所 1 和 1 和 和 n， 这 说 
明 wts》 对 每 个 单 变量 zx 是 解析 的 ， 当 然 wj(s) 由 是 < 的 连 
续 函 数 , 因 此 ，wifks)y 对 z ET 是 解 折 的 (定理 3.1.11), 1 寺 上 委 
加 。 还 些 ， 

注 ”本币 材料 到 月 [39],711], 


$ 2 联合 谱 与 多 项 式 症 性 


本 节 中 设 4 是 有 单位 元 。 的 交换 Banach 代数 ,如 是 它 的 谱 
+ 9 


空间 ,a 一 2 站:)， A 一 CC0) 时 Gelfand 变 搞 。 

定义 32.1 设 @i ccd 称 

os 人 

为 @ 0。 的 联合 谱 ， 

显然 ， 殿 0 ys) 是 C* 的 非 空 紧 子 集 , 

命题 3.2.2 下 列 条 件 相 互 等 价 ; 

C1) 《asia EICG se); 

《2) 存在 1€ 如 ,使 得 zj 一 机 (个 ，1 7 和 

《3) 存在 4 的 极 大 理想 J， 使 得 

《ai — ze ET, li 
《4) 不 存在 如 ，,……*,bsE A， 使 得 


> (0 — ge) = oe, 
f= 


证 《1),C2),《3) 显 然 相互 等 价 ， 
(2) =—> (4) 车 在 在 Bs-**,b,€ .AA, 使 得 
人 > Ce es 
于 是 在 CC8) 中 ， 
D4 — #7) — 1 ， 
这 与 #i 一 雷 ( 和 六，1 空空 4 相 矛 竹 ， 
(C4) => (3) 依 设 


‘5 Ca — gre bslb;€ 地, 和 了 时 ”| -= 
Tet 


因此 ,SS 是 4 的 理想 ， 可 扩充 成 航天 理想 了 特别 ，(ei 一 xz;e) € 
3 一 JJ，1 和 去 1 < 扫 *。 证 毕 ， 
命题 3.2.3 设 {qi,--,as} 是 4 的 生成 元 集 , 1 一 (2 -， 
js 六 aa ea)， 溃 存在 = 个 变量 的 多 其 式 p,， 使 得 
[FC20| > lpCas 00) 


+ i0*= 


证 ” 依 命 溃 3.2.2， 有 名，……， se 4， 使 得 


(Ke 一 Me 人 一 es 


但 {eb ye 生成 4， 因 此 有 # 个 变量 的 铬 项 式 pis** pp 
使 得 有 (Ge 一 下 | 充分 小 ，Yif。 由 此 


| > 《eei 一 Ue Pi a * “An? -一 "| < 1, 
了 一 1 ! 


令 
Pls) 一 之 《2 一 iti)PiCe) 一 1，Wz 一 《zy ge EO", 


它 是 # 个 变量 的 多 项 式 , 并 且 站 初 一 一 [5 以 及 ptarr'**， 
qo) < 1， 证 毕 ， 

定义 3.2.4 设 关 是 Cr 的 紧 子 混 , 天 的 多 项 式 凸 壳 请 ， 指 

上 一 1zeClpG| < max 1p(2)|， 多项式 对 ， 

显然 , 六 也 是 R"” 的 紧 子 集 ,月 名 含 五 。 

加 果 下 一 羡 ， 则 称 天 是 多 项 式 西 的 。 

例 1 六 是 多 项 式 凸 的 。 事 实 上 ,容易 证 明 上 一 发。 

例 2 多 项 式 多 面体 
Ko= {rE€éO"||s | Mipita)| SE MEI 
是 多 项 式 凸 的， 这 里 z 二 (vo 呈 "fn2， MM 是 给 定 的 下 常数， 
Ps Pm 是 给 定 的 4 个 不 晤 的 多 项 式 ， 事 实 上 ，9gi(z) 一 起 
多 项 式 ,无 妨 设 {9 9} 忆 {P1，*' po ， 于 是 


天 一 {eCip)| < MY. 


如 果 有 4ER\K， 将 有 1 使 得 |p;(1)| > M。 另 一 方面 ，2 t& 开 ， 
则 对 多 项 式 袁 应 有 

| pi( 4)| < max [pAa)il EM, 
予 掉 。 因 此 , 上 太一， 


* Eli* 


命题 3.2.5 如 果 {ai，:… ,4,} 是 4 的 生成 元 集 , 则 oa 
gn) 宕 旦 ,并且 是 Cr 的 多 项 式 凸 响 紧 子 集 ， 
证 ”由 于 {a,…- 0s} 生成 二 ， 因 此 
EQ ,dE sl ars" ,de) 
实现 如 到 ae ,0s) 上 的 同 且 . 
如 以 xz Eco ,0r)， 依 定义 3.2,.4, 对 0” 上 任意 的 多 项 
式 pp， 将 用 
[pia) | < max{| POA LEcCei * 00)} 
一 max{ [pla te) ,A tite oO 
一 maxt | 此 (el an) CD | IteE 2} 
< |pCas ,000 
今 依 命题 3.2.3, zs Eva dr); 好 Ga ve 一 人 
gs) 是 多 项 式 凸 的 。 证 毕 ， 
命题 3.2.6 设 天 是 4” 的 竖 子 华 ，P(K) 是 # 个 紫 钥 的 多 项 
式 全 体 在 CC(K) 中 的 .~~ 禾 闭 包 , 日 是 PCK) 的 谱 空 间 , 则 8 翌 天 ， 
POK) P(EK), 
证 ”对 任意 的 146 六 ， 我 们 可 以 定义 PCK) 上 的 非 零 绞 法 
汉 半 ee， 使 得 
PtP) 一 Pp(4),，Y 多 项 式 上. 
事实 上 ,对 任意 的 1 P(K), 有 多 项 式 列 tr, 使 得 p(x) 一 fz)， 
对 xz E 民 一致 由 于 4€ 太 ， 于 起 
[pat4) 一 pal A)! maxl pal2) 一 pnlz)| 一 0。 


令 pl 有 一 lim pa( 2), 易 证 pC 有 的 定义 将 不 随 {p,} 的 选择 而 


异 ， 并 旦 pt 已. 
由 于 afp 一 pC(4)，Y 多 项 式 pp， 多 项 式 全 体 是 分 离 六 点 
的 , 因此 ，、2 一 pb: 大 一 日 是 一 一 的 ， 如 果 在 六 中 1。 一 2， 自 
然 有 porfp) 一 plp)，Y 多 项 式 p， 多 项 式 全 体 在 B(K) 中 是 条 
的 ,内 此 在 如 中 py 一 pb， 好 1 一 p: 站 一 8 也 花 连 续 的 。 
反之 对 性 蕊 的 pE 8, 令 1 一 (eofsD yz) 则 对 任 瘟 


本 i2s 


的 多 项 式 pp，p(4) 一 Pt 的， 并且 
[IPC] [PCp| < jpllr 一 max| pls) | ， 
即 说 明 24ER， 从 而 六 兰 吕 ， 
三 外 ， 自 于 对 人 尾 瘟 多 项 式 plizllx 一 jplig， 因 此 ，P(K) 衬 
PCK),， 证 毕 , 


§3. 交换 Banach 代数 中 多 个 元 素 的 机 数 演算 


设 4 是 有 单位 元 。 的 交换 Banach 代数 ,如是 它 的 谱 衬 间 ， 
0 是 它们 的 联 台 谱 (定义 3.2.1) 我 
们 希望 对 ztei so) 邻 焉 中 的 解析 函数 f， 定 义 A 的 元 素 ?， 
使 得 

$7) YEED, 
这 个 间 题 显然 是 第 一 章 $6 Cn 一 1 的 情形 ) 的 推广 , 

对 任意 正 整数 #, 记 和 "一 让 EC 全 和 11 志和), 它 
是 C” 中 以 原点 为 中 心 的 闭 单位 多 圆柱 。 我 们 承认 下 面 的 多 复 变 
并 数 理论 中 的 一 个 基本 定理 (将 个 予 证 耻 ): 

定理 3.3.1 《Oka 扩张 定理 ) 设 n,m 是 正 整 数 ， 负 ， … ,ps 
是 CG*” 上 的 多 项 式 , x: C" 一 C"+"， 
wr) Cg gap) PaCx)), 二 《zi 
如 条 了 于 是 

全 一 1 有 (| 1, 
TI 过 1} 
邻 域 中 的 解析 国 数 , 则 有 在 A"*+* 邻 域 由 的 解析 函数 只 ， 使 得 
F(x(2)) = fl2), Ye Er CAtey, 

命题 3.2 设 mt 太 # 均 如 前 一 定理 , s4 这 0， 

1 上 二 4， 
T= {rzéCt* | |e | Bil 十 
次 果 于 是 = 从 了 ) 邻 城中 的 解析 函数 , 刚 有 三 邻 域 中 的 解析 盖 数 环 ， 


np 和 和 14 = 


使 得 
FE = fla), Vz En CT), 
i 命 
Pts) EL? Erte ): Co—r Cn, 
PEs sr) CELIZL EIT 
gitw) 一 50Hpi(e(w)) 是 C” 工 的 多 项 式 ，1 所 1 所 m， 
人 
Ro) porep (lw), Vw ELC, 及 Atm = p(T), 
如 果 志 € 9 于 A*t")， 凤 
HAw) TE poro gw EA = p(t), 
但 也 是 一 一 的 ,因此 ，xwo$Cw)j ET，weE or TT》， 反之 ,如 果 
拉毛 下 or (CT), BH xo ww) ET, 以 T 
dw) perof(w) ERT) TE A"'®, 
RB ww Ea A" 内 此 ， 
的 全 一 中 or 开放 C1) 
今 设 8 是 x 《TT) 在 0C" 中 的 开 邻 趟 ,使 得 耳 在 如 中 和 解析。 于 - 
是 ， AU) 是 yg or 《TT) 一 oA"”) 在 CQ” 的 开 令 域 ,及 
六 在 UD 中 解析 。 依 定理 3.3.1《+ 那 里 的 xz 代 岂 四， 将 有 
A 的 争 域 六 中 的 和 解析 函数 上 ,使 得 
Glow)) = Dw), Vw Ea CA). (2) 
令 卫 一 Gop， 见 F 在 TY 中 解析 :而 gpg 《V) 是 的 邻 域 . 
对 zExr CT), BR] > 一 页) 而 区 Er 人 As LCD 
是 一 一 的 ), 于 是 依 (2 
fg) = FDO) — Glo( tw )) 
一 Goporo bw) 一 Flxts)), 
弓 | 理 333 设 a， 了 是 ae 在 位 中 
的 开 邻 域 , 则 存在 4 的 有 限 生 成 的 闭 子 代数 中， 使 得 
Fam sd EB, Taq“*s I) CU, 
这 里 os(eiy yes) 是 4a san} 作为 BB 的 元 素 族 | 们 合 详 。 


= 了 1 和。 


证 设 T 一 {zt 02"||z;| 之 al 扫 1S2， nl a +, 
4.) CCT, 对 名 Cal ai， "" “ay 恢 命题 3.2.2 ;有 Bs "" “obs £ 4, 
集 得 / 


3 (gi Sie jb es 


命 Be] 为 由 {ea sar B12"**， 6} 生成 的 4 的 朵 于 代数 . 
家 命题 3.2.2，x 六 gmanCas 0， 由于 gga ya) 是 人" 
的 紧 子 集 ， 因 此 有 # 的 无 邻 域 VC(s)， 使 得 了 (9 门 agtokat 
da) 一 中， 分 (T\U) 是 与 GCCGL Go) 无 交 的 紧 子 集 ， 从 而 有 
PNUDY， 使 得 

LU FeiD)DCTAE)。 


每 个 Blwi) 是 有 限 生成 的 ， 信 而 存在 4 约 有 限 生 成 的 闭 子 代数 
B38, 使 得 


Bl(w CB, li 


特别 {eye as} 己 站 BGC;) 全 8， 出 于 


Cad tn og a sn), 
因此 
gata T= 1 扫 和 十， 
从 而 eefe 9 站 LEPNDD 一 由 自然 cstam as CPP， 因 
此 ，cs(e ac 证 毕 。 
定理 3.34 浊 a ,GEA， PE 是 efo so 下 Co 中 
的 开 邻 域 ， 则 在 在 gavEd 使 得 对 在 厅 中 租 析 旺 数 上 
有 在 多 医术 
{zs EOIal 1 + ol,l ssN} 
邻 域 中 的 解 折 昭 数 ,使 得 
aC, POR, dy ), YiE OQ. 
证 ” 依 引 理 3.3.3, 存在 有 4 的 有 有 限 生 成 的 闭 子 浅 斤 B, 使 得 
PE 


和 


网 at ar， 使 得 {1,04} 生成 BH。 依 命题 32.3， 对 每 
个 zs ECON\eata -0)， 有 CQ 上 的 多 项 式 pp， 使 得 
[pfz) > 1 + eC, ar， 

于 是 有 # 在 C" 中 的 开 邻 域 V(p,z)， 使 得 

[pw)| > 1 tpCas sod), Vw EVCp,s). 
合 A={zeCi|ls| 寺 1 二 jolly1 寺 i 和 rr} 及 是 性 到 前 面 
# 个 分 时 的 C"” 上 的 投影 。 自 然 Ave DU) 是 紧 的 。 另 一 方面 ， 
Top 3) Tato 00) EV 因 E, ost ao) 
o AU)， 于 是 有 # 中 ,ziE ANg 《UDU)， 及 CGC 上 的 多 项 式 
站 > 使 得 

U FCpszeD=ANer(D)， 


特别 对 尾 意 的 ze Ave KZ)， 将 有 ETt1， za ， 使 得 
[piC2) | > 1 + lprCa ,0)), (C1) 

今 钙 N 一 rr 十 以， dri Gy 907)，1 全 太守 及 

Ti{zt0 lsl1 taal,l is NN}, 

wo) Ca he) Pea)): Co ON, 
如 果 wl) ET,， 即 seéEmw 《TT)， 则 0 

{1 = 
| 名 Ke 1 + or = 1 十 pita or ， 1 和 
依 (1) 可 见 ， Eo UY, 轩 
"(TICo (TT), 
由 于 fez 在 GD 的 驾 域 oT》 中 解析 ， 信人 是 3.3.2， 有 了 
邻 域 中 的 解析 函数 了 ， 使 得 
一 《feeta，VwYaEnm IT)。 

对 任 春 的 1& 2, 记 zz 一 (OE Cr 加 

prt) pikear, “ 0) C2) ™— tt), 1 志 丰 所 入 
由 就 ,xt 一 《出 (en 显然 , re ET, 即 x Ex 站). 
从 而 

FBC fo0) (Ce) 一 下 (xs 


s 和 


一 P(ELD ,yt Vie Dn. 
证 毕 。 
定理 3.35 设 oosE4， 则 对 每 个 在 age 604) 他 
域 中 解析 的 部 数 妃 育 ye 4， 使 得 
POD 一 RD A YE DD. 
证 依 定 理 3.3.4, 有 gaopns**'yQN 有 扫 ， 了 下 
T= {zt Cl|s| Si +t fal,l < i N} 
邻 域 中 的 解析 函数 了 ， 使 得 
HD 一 (人 
下 在 工 中 有 绝对 一 致 收效 的 属 级 煞 展 天 
Fl = DB) eash' 2, 


CPE 

特别 地 ， 
> apan lar lawlis < co， 
ET 
于 是 
此 
一 之 | RE waia an, 
上 pr 


有 意义 。 显然， 
9 OD aad A CA 


卜 rr 

一 FAO, dy) = HB, dD ), Vie 0. 

定理 3.3.6 加 果 4 还 是 半 单 纯 的 ，a, ,0s€ 4， 记 
Hlas*-* sa) 四 ff 在 GT 人 01 邻 域 中 解析 }， 

则 对 任意 的 太后 (aas)， 有 只 一 的 ye 4, 记 yY 呈 fla, -**, 
ga) 使 得 

一 天 Ce， VED, 
并 且 fe ， 4s》 促 持 代数 运算 ， 以 及 如 时 f 是 多 项 式 ， 
长 oa) 到 为 自然 的 定义 ， 


"iTs 


证 天 是 显然 的 ,从 略 ， 

注 定理 3.3.5 首先 由 G，E. Shilov ([531}) 对 有 限 生 成 的 
代数 所 证 阴 ， 一 般 情 形 为 R. Arens 与 点 Calderon (13}》 得 
到 ，Dka 扩 长 定理 也 可 参 刀 1591， 


$4 隆重 数 定理 


定理 3.4.1 设 4 起 有 单位 元 < 的 交换 Banach 代数 ，o 
Qe € 4， 日 是 4 的 遮 空间，B EC(0),， (ww:…*,#n3t) 是 
KE {B,D ECD) IE 2} 
《GC" 的 紧 子 集 ) 邻 域 中 的 解析 函数 ,满足 
Ha , AC) = 0, 


则 存在 5€ 4, 僻 得 5 一 特别 乳 , 当 .4 灶 单 纯 时 ,这 个 上 唯一， 
并 有 凡 其 go ,0rs5) 一 0 人 《 依 定理 3.3.6 的 意义 ), 

证 ”分 成 以 下 的 诸 步 只 来 进行 . 

C1》 无 妨 设 j 在 


下。 一 {go za 0) itin max {|z; 一 而 (9 ] ， 
f 诺 < 让 二 


[zw 一 下 (六 1] < s} 

~ {2027 20 0) | dist(C20s ss;K) < 8) 
的 邻 域 中 解析 (对 基 5 二 0) ,于 是 了 在 天. 上 一 致 连续 ,因此 对 任 
意 的 8 六 0, 有 二 m08) > 0, 只 要 (woo30)》 及 (Wy, 
zw ER 并 日 jz;— xil < 二 OEn 一 ww| <q， 

| 大 zy starto) — Hes )| < 6, 

(2) 对 任意 的 s€ 器 , 令 
ft) = HD ,0), 

它 是 1 一 站 92 ss 邻 威 中 的 ( 单 变量 ) 解 析 函 数 , 并 且 


= 8 


f. (8CD) = 0， 5 ACN) # 0, 
tt 


因此 在 在 se (0,s/2),， 使 得 六 Ce 在 | 如 一 中 二 | 之 3 中 仅 以 
外 5 为 音 零 点 ， . 

令 工 一 人 wo| [2 一 外 中 | 一 5 }， 于 是 min lf,(w)| 0， 依 
《1 有 7 一 nCminliCw)|), 

如 果 1€ 鱼 ,使 得 

[| nh (*) 
当 # ET 本 时 ,由 于 

[wm— BD RT + | — (| 二 2 5， 
到 《CD ww) E KK.， 由 此 依 (12， 

(fw) — fw)| < main lf(v)|, 
这 里 大 如》 一 天下, 加) 也 在 | 如 一 中 | 和 8 的 邻 
域 中 解析 .以 而 依 Lush 定理 ， 
fA fw) + fw) — fw)) 

在 |w 一 C5)| 过 5 中 也 仅 以 jCz) 为 昔 震 点 ， 

C3) 取 s: 在 中 的 开 邻 域 V(r)， 使 得 如 果 1€ Vts), 就 有 
《本 7) 成 立 ， 

从而, 如 果 页， 志和 TD ， 并 且 (2) 二 站)，0 寺 1 和 . 
依 (29, fo 天 Ce) 在 1w 一 此 中 | 过 5 中 分 别 仅 忆 所 
Ct) 为 单 零 点 。 但 这 时 fC) 二 (ww), Yiw 一 A() | <5， 
办 此， 有 1) 下 

(C4) {Cr,s)|sE} 是 9 XD0 的 紧 了 于 集 , {V(XVGY|s:E 0} 
是 它 的 开 桥 盖 , 从 而 有 ny sm€ 名 ， 使 得 


W = PV) x VDI ls eo). 
《5) 对 任意 的 : 隆 :EQ， 必 有 566 4, 使 得 .多 2) 取 B02)， 


”1 昼 岗 声 列 瓦 洛 去 * 复 变 尔 数 引 论 3。P.25， 大 民 教 育 出 版 社 s1360. 


"ll9. 


从 而 有 s+ 在 8 中 的 开 邻 域 DY ，UM， 使 得 Ar 次 7)， 
Yr EUm, reUD, 
今 xX 人 A\W 是 Q@Xx2 的 紧 子 集 , 且 与 101TE 无 区 ， 
从 而 有 5 ER,aE 4 #4 十 1 所 1 过 vz， 使 得 
U CU x UH I0 x CN， 


《6) 今 若 s,1€ 日 ， 使 得 页 人 一 而 (0 所 i 让 世 vy., 特别 地 ， 
C5, 站 EW, 依 (4)、 有 
ij€ ftl: 有， 使 得 (人 EBD XX VC 六 一 (0 ，, 
0 DD). 

(7) 依 (6), 可 在 一 cfteo 45) CC 上 定 余 复 值 阅 
数 FHC:): 

HOM) = OD ViED, 
由 于 是 紧 的 、 击 Ct) 有 C-)】 及 CC*) ECC8)， 并 依 (6), 可 
见 HC*)》 是 9 上 的 连续 函数 ， 

(8) 命 有 ao 二 大 xz get 自然 在 

{Ct EQ} 的 分 域 中 解析 ,并 是 
BBD ,A AAC) — 0, 


SE (B,C) A 0, Yi€ 9. 
dw 


仿 €1) ,C2) 的 证 明 (那里 和 的 fn 伐 以 5)， 对 尾 熙 的 s€ 旬 ， 有 
67 六 0， 内 标 1€ 名， 使 得 

[I | Zn ORSp, Ih — < 
就 有 gw6) 一 gC) 在 志 一 秘 休 | 三 5 出 仅 
区 Ett) 为 单 零 点 ， 

但 H(*) 是 连续 的 ， 内 村 99 究 分 小 ，| 负 (7) 一 负 (s)| 二 有 
<i<s 就 有 14D 一 玉 D1 一? 换言之 ,如 1€ 避 ， 使 得 
la — | < OR 则 gw) 在 | 一 下 9 二 用 
中 仅 以 ty 为 单 圳 点 ， 

男 一 方面 ，x* 一 《kr 3 Ew， 依 定 理 3.1.14、 存在 


* 的 邻 威 FTCCCz 及 其 中 唯一 的 解析 计数 如 .， 僻 得 
fr 0 
他 fs OG = HBO), Ye 一 【2 
今 设 充分 小 ， 使 得 当 1 E98 且 【《 丰 (Jesse 于 ， 就 有 
aD 一 21 过， 0 所 i 志 v 同时 依 G- 的 连续 性 ,VY 也 使 
得 6G， 在 其 车 的 变 差 二 3。 由 此 : 当 (harey EV 有 8 所 7 
在 jj 一 下 人 | 二 5 中 仅 访 下 为 单 堆 点 。 嚼 一 方面 
BG ,= 0, 
[GD ) — hbCr) | 
= [GB Gx) 到 有 
因此 ， 人 GA = FD = Hb, ). 
总 之 ， 允 每 个 x€q， 有 开 邻 域 F 汤 CW)， 及 其 中 的 解析 
潍 数 G,， 使 得 
人 GA = 0 Yeo (gr go) EV,, 
Gy Hv}, Vy EV, Na, 
C9) 全 IV .|xeEg} 是 竖 虞 8 的 开办 六 ,人 恢 Lebesgue 性 质 ， 
有 ?>0， 使 得 对 每 个 x+€Eo， 有 x E00， 而 Stx， 2n)CYVs， 这 
里 Stx,2n) 是 0 中 以 * 为 中 心 ， 2 为 半径 的 开 球 ， 
从 而 对 每 个 *Ea， 有 xz，294) 中 的 解析 函数 ,实际 上 
FG 15(*,2n))。 使 得 
人 0 Ve (x0 "82) € SCX,27), 
Fly) = Hly), YYyE Sr,2n) No, 
(10) 今 证 明 , 荐 x,y€0o, zz€SCtx,n) 站 SCy,7)， 则 
F(x) = F(te). 
事实 上 、g(a,w) 是 CY, 和 (Cy)) 凶 域 中 的 解析 虹 数 ,并 且 


gysH Oy)) 一 0， 2 gCy,H (Cy)) 天 0. 


(本 类 


依 定 理 3.1.14, 在 了 的 某 个 贸 域 让 中 有 有 唯一 的 解析 函数 G, 使 得 
grGe 0, YoEV, GO) = Hly). 《本 洗 过 
由 于 YE€ Sr,29) 0 SCY,27)。 无 妨 设 YC5Kx,29) 们 SCY,2%)。 今 


* 下 有 


五 :，F， 均 在 了 中 和 解析， 由 5 半 关 )， 它 们 都 满足 人 业 六 玉 )， 依 唯 
一 性 。F.|V 一 下 FF， 进而 依 定 理 3.1.6， 
Fs|SCx,2n) N527) 一 FlSCr,25) SCY, 29). 
特别 。F.(2) 一 F,(2), Vz € SCx,n) NS5(7, 1), 
鲁 此 ;, 防 们 可 以 在 5 一 cla",4y》 的 开 邻 成 


忆 一 U SCX3n) 


中 定义 解析 读数 F，F{) 一 FA()， 如 z ES(x,n)。 它 品 然 满 
是 
人 — 0, VereU, 
Fly) 一 Hy), YYEo, 
依 定 理 3.3.5, 有 5&4， 使 得 . 
EC 一 FEB, dD) = HOD, 8,0)) 
= YE, 
其 余 显 然 ， ”证 毕 。 
引 理 3.4.2 设 训 ER， 轴 是 如 的 可 着 元 ， 轨 be A 
则 存在 叭 一 的 x< Rd)， 使 得 
Bt but ont :+ bu" = 0, 
证 茉 以 如 '， 可 以 设 下 一 e。 邯 虑 Cr+ 上 的 刺 泉 数 
eo 
显然 
a …,0) 一 0， 


2 《0， ““ 30) 1 区 尖 0)。 


依 定 理 3.1.14, 在 (0 0) 〔C 1 的 原 后 ) 的 某 个 邻 城 六 中 有 唯 
一 的 解 术 艾 数 w(xa)。 使 得 

zo 二 wa) 十 we 十 :十 gr)" = 0, 

wt0) = 0, (1) 
Wi Co EV. 

无 妨 设 VF 有 多 加 功 形 式 , 以 及 wt{x) 在 F 中 有 绝对 一 臻 收 雍 的 展 
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开 式 
wa) 一 之 Cosr， 


这 里 Co 一 Ci 一 zc 将 等级 数 代 人 (可见 
到 fg ) 一 一 如 十 六 Cos (2) 


这 下 el 一 上 十 es 十 --- 十 Ga 
现在 证 明 , 如果 Co。 关 0， 则 
Fo — mn Ya > 0, 
于 mm (oa 十 -十 ce 
事实 上 ,由 (22, 当 ]al = 0,1 有 时 已 应验， 今 设 “a| 之 多 时 
已 成 立 信守 1 当 [xl 一 十 1 时, 欲 CC, 天 0， 依 (1), 必须 
对 : 革 个 j，2 委 于 委 着， 中 人 中 所 出 现 物 s” 的 系数 关 0， 注 


汪 > 


ww wy 一 >) CD OD sg gai), 
ld) ert) 
它 的 2* 项 的 系数 应 当 为 这 样 的 《Co 之 和 ,其 中 
at 十 -十 at 十 全 六 到 以， 

这 上 生 FR 的 第 了 个 分 量 是 1, 其 它 分 量 为 0。 az 项 的 系数 关 0， 它 
少 要 求 菜 个 这 样 的 Cs Cop 蕊 0， 这 有 时 自然 a? 上 过 记 ， 依 归 
纳 假 设 Lla) 六 1，1 过 i 所 ij。 击 此 ， 

Li = LoD 二 Lr 站 一 ] 守 j 一 1 宇 1， 
因此 ,lel 一 和 十 1 时 ,也 有 LCa) > 9， 所以 结论 对 所 有 的 a 成 
辫 ， . ". 

今 取 M >， 司 每 上 8 放 二 MH， < 委 < 委 加 扣 桌 C, 渗 0， 
巨 指 让 L(x) > D， 即 om 关上 四 十 十 ca 于 是 

el = arp?ea pes) < | Biol] Me, C3) 


由 于 久 €& RCA)， 以 及 圳 级 数 > Car 在 0 的 邻 域 中 是 收效 的 ， 
依 命 通 1.5.3 虐 (3), 可 见 
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天 一 加 (5 一》 


月 意 交 (级 数 依 范 数 绝对 收获)， 依 人 和 自然 有 
十 十 本 玉 寺 十 bn" 一 0, 
注意 RCLA》 是 闭 带 想 , 耿 C4 隆 和 时 ， 上 Co) 《从 而 的 之 0 以 
及 bn€ RLA)， 因 此 ,ww€ RCA). 
最 后 ， 我 们 证 明 满 足 51 理 贾 求 的 * 是 唯一 的 。 如 果 sz 也 洲 足 
村 求 ,于 是 


= hy) + YY bwt— ve) 
k=? 


— (sO— vy) [5 十 3 bitat T+ -十 “|， 
1 


Cut le ROCA, 
于 是 


15 十 + ot) € RCAY, 
4 二 +# 


又 二 是 可 道 的 ,从 而 [二 十-…1 可 道 ， 因此 ,ww 一 w。 证 毕 . 

定理 3.4.3 {Arens-Calderon) 设 A4 是 有 单位 元 5 的 交换 
Banach 代数 ,2 是 它 的 谱 空 间 ，gq,***, 94€ A，、E CL8)， 佳 得 
对 任意 的 1 € 9， 

高 (站 RD + AC)" = 0, 
以 及 
dD) 十 2 +t RD A 0, 
这 里 a 一 让:) 是 Gelfand 变换 (Ya € A4)， 则 存在 5€ 4, 使 
得 点 一 8， 以 及 
如 十 Gb 十 zi 人 十 十 Go 一 0。 
证 ”用 定理 3.4.1 于 函数 


fgos -~ En 1 ) ™ > EA 
可 网 有 ce 4， 使 得 2 一 1 今 指 出 存 人 入 #€ RCA)， 使 得 


. 1324 。 


而 


人 | gite 十 2 一 站， 


=D 


于 是 5 一 ¢ 十 # 邯 为 所 求 .。 这 相当 于 要 求 nxt RCLA)， 并 且 满 足 


0 一 饥 十 今 ， or[ Cr + a 一] 


真一 避 
一 二 bt bei+ -二 du", 
其 中 
一 > qct€ ROA) 

《 因 一 玉 及 定理 的 条 件 )， 

bi = 之 Rarcr! 
依 定 理 的 条 件 是 可 逆 的 ， 由 此 依 引 理 3.4.2， 这 样 的 < 是 存在 的 ， 
证 毕 , 

定理 3.4.4 (Shiloy 需 等 元 定理 》 设 4 是 有 单位 元 。 的 交换 
Banach 代数 ,D0 是 它 的 谱 空 间 ， 姓 果 旧 可 以 分 通 为 两 个 非 罕 日 无 
交 的 闭 子 集 8,，98， 的 并 , 则 在 在 唯一 的 PE <4， 使 得 

一 pp， 一 Xo (如! 的 特征 丕 数 , 

证 令 庆 一 Xo ECC9), 册 ll 一 和 一 0， 又 1 一 24( 和 ) 声 
0，Yi€ 昌 ， 依 定理 3.4.3, 将 有 PE A, 使 得 #8 二 及 ptl 一 
蕊 一 0， 凤 大 一 罗 

今 若 8 < A 也 满 是 9 一 9g， 2 一 5 刚 

p—g+v, rs— pt— 9€ RA), 
于 是 9 十 一 {yg 二 二 9 十 29v 十 经 四] 
vt29—e+v)= 人 0, 
但 【2 和 一 十 PE 一 2 和 一 1 于 个 ED 因此， [24 一 
2 十 #) 在 4 中 有 道 ,从 入 vz 一 0,， 有 即 p 一 9。 证 毕 。 

注 ”如 果 避 可 分 解 成 4 个 非 举 且 相互 元 奖 的 闭 子 集 的 并 ， 相 

应 的 结论 仍然 成 立 ， 
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定理 3.4.5 设 芝 证 有 单位 元 e 交 区 的 Banach 代数 ,二 它 
的 谱 空 闻 ，#E CC(8),，F 是 MB2)》 邻 式 中 的 解析 函数 ，ae 4 使 
得 

aE) 一 FRCD), FORCOD) 2 0 YirEQ, 
则 存在 BE 4， 鼻 得 8 一 4，(a 一 5)) EE RCLA)， 特别 当 .A 半 单 
纤 时 ,这 号 瞧 一 ,并 且 a 一 1), 

证 令 ww 一 a, 用 定理 3.4.1 于 函数 《ze 一 Cw))， 内 得 证 . 

命题 3.4.6 在 定 吝 3.4.5 的 假设 下 ,如 凡 还 是 可 逆 的 , 则 有 
“ER 使 得 a 一 fb)er, 

证 ” 依 定 理 345, wx 一 a 一 HPIERGA)Y, 令 rx- HB) 
《由于 < 可 着 ，f(B) 志 是 可 道 的 ), 于 是 一 其 Ofe 十 x)， 注 意 
x€ R(A)， 从 而 对 于 任何 的 4€ [01]，《e 十 4x》 可 道 。， 这 说 明 
Ce 十 zx) 属于 GCLA) 的 主 分 量 GCA)《 岂 定义 1.3.4)。 又 A 是 
次 撞 的 , 依 定理 1.3.7, 将 有 dé A, 使 得 2 十 x 一 27 

由 于 Ye RCA)，d(1) 将 有 2xin 的 形式 。 如 果 对 任何 n 2 
(整数 全 体 ), 命 

DI1E QIAO 一 2rin), 
图 汪 各 是 离散 的 , 因此，{0,Jsez 是 名 的 互 不 相 变 的 敬 闭 义 开 的 
子 集 族 , 并 县 总 一 U2.. 今 依 各 的 紧 性 ，{ 昌 .jwez 中 仅 有 有 了 卢 
个 是 非 空 的 ， 痪 许 之 ,存在 的 有 限 子 乏 FF, 使 得 
0 |) 2。 
tCFF 
今 依 定理 3.4.4, 将 有 {psln€ 玉 } 忌 44， 合 得 
Prbr ™— Hompas Pa Xo Ynome FP, 

并 且 2 一 2。 显然 

Clinbs w= ee, Yne PP, 
于 是 如 果 命 

Cd > 了 六 


息 柱 下 


"126* 


则 efE RCLA)， 六 且 
ee ed mp 于 yx。 

证 名。 

命题 3.4.7 设 直 是 有 单位 元 e 的 交换 Banach 代数 ,只 是 它 
的 谱 空 间 ，a € 4, he C(9), 

1) 如果 #8 二 et， 则 有 Et 4， 使 得 5 一 ,并且 a 二 et; 

《22 如 果 sa 可 人 遂 , 以 及 4 一 各 {xw 守 2)， 则 有 6b& A4， 使 得 
B= i, HH a br". 

证 《1》 用 定理 3.4.5 于 阐 数 f(g) 一 ， 册 于 2 一 fa 由 
然 是 可 逆 的 ,再 依 命题 3.46, 将 有 ye A, cE RCA), 使 得 了 一 序 ， 
以 及 a mere',， 命 5 一 了 十 5 即 可 , 

《2)》 用 定理 3.4.5 于 函数 fo 一刀 【注意 可逆， 从 而 
8 下， 0， YiEQ)， 再 依 命 如 3.4.6, 将 有 YE 4 及 


cE RCA)， 使 得 了 一， 并且 6 一 yee。 进 而 令 5 一 ye* 即 可 . 
证 毕 。 

注 “ 定 理 3.4.1 可 见 116];， 定理 3.4.3 局 于 及 ， 上 Arens 与 A. 
Calderon《[3]73 定理 34.4 早先 二 GE，Shilov 利用 Cauchy- 
Weil 公式 对 有 限 生 成 的 情形 白 证 有 明 , 一 般 情 珍 局 于 L3], 

习题 
(C1) 证 明定 理 3.4.4 下 面 的 注 ， 

《2) 设 ga€ A，hE CC9)， 合 得 

4h( 一 sin h(t), khCf) 8 了 (2z 十 Dr, Vie QO, n€Z, 
则 有 5 4， 使 得 一 4， 并 是 Ca 一 sin5) 有 (4)， 

《3) 设 a€ 4，hE C(Q)， 使 得 

BE) = 天 了 (25 + 1)r, WiC ,nH€ED, 
出 有 5 E44， 使 得 5 二 有， 并 有 {a 一 二 5) ERCAY, 


+ £27" 


$5 Arcns-Royden 定理 


定 久 3.5.1 CGC* 出 一 个 开 的 多 项 式 多 面体 , 指 形 如 
了 一 [EC 让 (oj l,l} 
的 子 集 ,这 里 py,… ,pm 是 CO” 上 的 多 项 式 ， 
引 理 3.5.2 如果 外 是 CC" 的 多 项 式 开 的 子 集 ( 史 定 义 3.2.4)， 
0D 是 多 的 开 邻 域 , 则 存在 开 的 多 项 式 多 面体 下 ,使 得 
KCVOU 
证 ”对 多 项 式 pL") 及 正 物 数 m， 记 


Ka {zeCrllpO)! <1+ 二， 
十 


于 是 
K= [| fsgCallpe1 S11} 


| 


一 /| 1z€ CT2(e)| 之 1 十 1 


| 1 


一 有 Ks 


今 U 是 站 的 开 铝 域 ,于 是 依 Lebesgue 性 质 ， 存在 (p,m)》 的 有 限 
于 集 了 ,使 得 


门 KCU. 
Cpr? 人 
令 
a 可 ee 
Vy Lizsc Pls) < 中 
它 是 开航 多 项 式 多 面体 ;并且 
KCVCV~= [| 区 CT。 
J 
证 举 。 
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定义 3.5.3 设 了 是 心 的 开 子 集 , {FY。} 是 PV 的 开 履 盖 ， {hs} 
称 为 关于 {Vc} 的 Cousin 数据 , 指 对 于 任 闪 的 指标 we， 8, hg 是 
FF 中 的 解析 冰 数 ， 并 且 .对 于 任意 的 指标 we，PB。，7， 在 下 .站 
8 中 满足 

. hs 十 hgr 十 hrs — 0, 

Cousin 何 题 是 对 已 知 的 关于 {Fs} 的 Cousin 数据 【总 jj 
对 每 个 指标 x， 夺 找 了。 中 的 解析 前 数 和 ， 使 得 对 任意 的 指标 
dB, 在 VMNVs 中 有 

中 一 he ™— hge 
对 于 开 的 多 项 式 多 面体 ，Cousin 问题 是 可 解 的 。 Cousin 证 明了 
某 些 特殊 情形 ,下 画 的 定理 属于 Oka 《可 参见 121】), 这 里 证 有 明 从 
覆 。 

定理 3.5.4 设 了 是 C” 中 开 的 多 项 式 多 面体 ，{V。) 是 了 的 
开具 六 ，{ 加 gs】 是 关于 fj Cousin 数据 , 则 对 每 个 指标 a, 存在 
V。 中 的 解析 函数 如 , 使 得 对 于 任何 的 指标 2, 8, 在 Vs 人 Vs 中 有 

bh, — hy — hs 

引 理 3.5.5 设 下 是 叱 "的 开 子 集 , 了 是 下 中 的 复 什 连续 殉 数 ， 
并 且 fg) 短 0，vxze 和 ， 则 存在 了 的 开 履 盖 {VF。}， 及 对 每 个 指 
称 a, 有 了 。 中 的 连续 函数 ge， 使 得 

fg] 一 exp( gs)), Ve EV,, 
al) 一 Bols) = ZrriBsgs SET 站 了 es。 
这 里 ge 是 整数 的 常数 ，Ya 有 8， Pa 

证 ”对 每 个 x EV, Cz) 关 0， 

沙 原点 到 fz) 的 相反 方向 7(%) * A 
将 复 平 面 切 开 ， 在 切 开 的 复 平面 , 
中 ;取代 20 的 邻 域 U(x) 见 图 》， 
于 是 有 ?在 FF 中 钓 并 西 邻 域 玉 ，， A 
使 得 HF.)CUCx)。 令 re) 
gx 一 log CfIV.), 
访 里 log 是 沿 Y(x) 著 开 的 复 平 面 中 的 主 分 支 ， 于 是 {VY ,|]z€ FV} 


+ 束 二 和、 


是 Y 的 开 医 盖 ，8。 是 ,中 的 复 什 连续 闷 数 ,并 且 
Iv. 四 exp{ gs), vz EF, 
在 下 :门下 。 中 ,由 于 
expKge) = f -= expf gs)， 
因 旺 ， 2 (gs — gir’) € 2, 得 Le Vo 均 开 上 屿 ， 因 半 VN Vy 
是 连通 的 。 自然 (g; 一 gr) 在 FnmF。.， 中 是 连续 的 ， 因 此 ， 
《ge 一 8w) 在 VNV; 中 是 整数 的 第 数 ，Vz, <F、 证 毕 ， 
定理 3.5.6 (Arens-Royden》 设 二 是 有 单位 元 的 交换 Ba- 
nach 代 灼 , 吕 是 它 的 谱 绎 司 ，FE CC9) 并 且 于 0 Vr€ 9， 
则 在 在 4 的 可 道 元 a, 及 ECf8)， 使 得 
fid = eh, 
证 依 Stone- Weierstrass 定理 {着 1a，5b€ A) 的 线性 组 合 
全 体 在 C49) 中 是 稿 的 ,因此 有 5 … .ae 4， 使 得 


| 一 > 2 
1 


< miniftnl|, 
1 | 


或 者 
由 -Dal < 1 (1) 
! f=1 


特别 地 ，f"! 1 43.4; 取 租 于 右 半 平面 ,因此 它 可 表示 为 9 中 其 
个 连续 函数 的 指数 函数 ， 
今 只 须 证 明 存 在 4 中 可 着 元 4, 使 得 2' 了 43.4， 可 以 表示 
为 0 中 基 个 连续 函数 的 拖 数 函数 。 念 加 
Flw) 一 > visati: CQ ~ OC, 
由 于 


VE 


i™=1 
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因此 ,下 在 okael say 上 水 为 0 于 是 彰 开 邻 咸 UU 二 vCal,……-， 
ai) 使 得 下 | 五 过 0， 
依 3i 理 3.3.3, 存 在 4 的 有 限 符 成 的 亲子 代数 吾 , 使 得 
eyely- "yn EB, AH ago sa) TEU, 
令 fa 是 吾 的 生成 元 集 ， 依 命 甫 3.25，aaKa vs 
am) 是 多 项 式 此 的 (CC"), 并 且 显 然 
axon) — T0024) 

这 里 x; CC" 一人” 是 前 24 个 分量 上 的 投影 。 今 

x i =U XxX Os 
是 包含 cea ,am) 的 十 乐 , 依 引 理 3.5.2， 有 开 的 多 项 式 凶 面 
体 VCC")， 合 得 

gf gl 一) 

令 Fox 在 zx 0D) 中 ,从 而 在 了 中 , 不 为 0. 依 引 埋 3.5.5。， 可 以 找 
到 了 的 开 履 盖 {V。}， 及 对 每 个 指标 x, 有 FF。 中 的 连续 函数 F,， 
使 得 

(Fom)lV, = exp(F,), 
并 且 对 任 益 的 指标 “: 8， 有 常数 Rue, 使 得 


(Fs— FAIVNV, = Foo, tr eZ, 
ri 


于 是 对 任意 的 指标 ec ff, 7, 在 FNVeNn VV 中， 
Past Fsr tt Fyre = 0, 
依 定理 3.5.4, 对 每 个 指标 ac, 有 了 。 中 的 解析 遂 数 G。，、 使 得 对 尾 
意 的 指标 a, 8, 在 VN Vs 中 有 
一 人 一 下 

由 于 Fop€ zz 经 ， 因 了 可 以 定 尽 学 中 的 阔 数 ; 

CCs) 一 expkGoe])， 如 2 EV,, 
由 于 F。 和 是 开 的 ,网 及 Gatz) 在 VV。 中 解析， 慰 此 ，G(Cw) 在 了 
中 是 解析 的 .， 今 

(Fe— GOIVeNVe — (Fs 一 GIV NTe, Yeasp, 

于 是 可 以 定义 下 中 的 连续 硝 数 


二 了 = 


H(s) 一 《Po 一 Cojks)， 如 se 

显然 
《FerryfC ~ exp(H). 
栈 然 如 在 TDogfal yo 由 解析 ， 依 定理 3.3.5， 有 a€8， 
使 得 
a03) = GB) dN ), vr OCB), 
G 在 了 中 是 不 为 0 的 ,因此 ,2 在 中 中 ,从 站 在 4 由, 征 可 诞 的 。 
定 余 昌 上 的 连续 立 数 

HC) = HC(&C ,dt ), VIE OQ, 

注意 对 任意 的 ?E88 ,1:18 &€ Q(B)， 内 此 
dC = 他 (有 (人 

从 而 

exp (FHC)) 一 expH(E OD) dN) 


— For(d lt) do 
GBD ,+ ti ) 


> BB tt) 
| 一 | 12=1 
dir) 


即 4 >; 4i3。11 可 以 表示 成 9 中 的 连续 函数 吾 的 手数 函数 。 证 


毕 。 
注 ”本 节 可 这 参见 [49],[21]. 


$ 6. 紧 Hausdorff 空间 的 Cech 上 局 调 群 


首先 回忆 一 下 欧 氏 空间 中 单纯 复合 形 的 定 尽 。 

设 吾 是 欧 氏 空间 ,上 和 集 (so 3 和 并 五) 称 为 几何 无 其 的 ， 
指 {Cx 一 420)11 志 1 所 py 是 线 柱 无 关 的 。 容易 证 明 ， 这 个 定 文 
对 于 ai 的 选择 没有 限制 。 换 畜 之 ,这 个 定 尽 等 价 于 ,对 任意 园 定 的 
E {0,*- " sp}, {Cs 一 ti) 10 < 1 < psi = 全 是 线性 无 关 的 ， 


+ 1 


今 设 {x “ - 是 五 中 几何 无 闫 的 点 集 ， 它们 的 凸 组 合 全 
体 


pp pp 
coftm ee ss} = {DD | 0, Dh 1 
王峰 一 站 


称 为 【五 中 的 ) 一 个 请 维 单纯 形 , 人 简称 为 p- 单 形 。 这 个 单 形 的 顶点 
《也 就 是 这 个 凸 集 的 端点 ) 全 体 就 是 {zo rp 例如 ， 产 一 0， 
相应 的 单 形 就 是 一 个 点 {zo}; 户 一 1， 相应 的 单 形 是 以 人 zy 的 } 
为 端点 的 斌 线 民 ;了 一 2, 相应 的 单 形 是 以 fxoyeiytzal 为 顶 扎 的 三 
角形 ; p 一 3,， 相 应 的 单 形 是 以 {m 2】 为 顶点 的 四 面体 ;…. 

如 果 ogo? = Colxzw,*"'*，xp} 是 互 中 的 疡 单 形 ,对 于 110， ,pp} 
的 任何 子 党 1 7)}， 点 集 ft ,x*is} 自然 也 是 几何 无 关 ， 
租 应 的 9- 单 形 Gofzi xis} {C0) 称 为 o? 的 一 个 (9 维 ) 面 . 

如 果 s, og 是 E 中 的 两 个 单 形 ( 维 数 不 必 机 同 ), 它们 称 为 规则 
地 植 处 , 指 :站 a == 名 或 为 它们 的 一 个 公共 的 面 ， 

今 假 定 天 是 由 五 中 单 形 组 成 的 有 限 族 ， 如 果 满 足 : 天 中 的 每 
个 单 形 的 每 个 商 作 为 单 形 仍 然 属 于 天， 并 且 玉 中 任意 两 个 单 形 是 
规划 地 相处 的 ,那么 我 们 称 天 为 《BE 中 的 ) 单 纯 复 合 形 。 

设 天 是 单纯 复合 形 ,$ 是 六 中 的 顶点 《 即 0- 单 形 ) 全 体 .5 的 
子 集 称 为 指定 的 ， 指 它 能 够 成 为 六 中 某 个 单 形 的 预 点 全 体 ， 显 然 
3 的 指定 的 子 集 全 体 满足 ， 外 {x} 是 指定 的 ，YxzeSi 图 每 个 
指定 的 子 集 的 任何 非 空 于 集 也 是 指定 的 ， 

现在 我 们 给 出 顶点 表 六 一 ($,: 玉 ) 的 定义 ,这 里 3 是 有 限 
点 集 , 多 是 5 的 某 些 子 集 组 成 的 族 。 多 .中 的 子 集 都 黎 为 5 的 
指定 子 集 ;它们 满足 上 面 所 说 的 外, 岛 。 因 此 ,任何 一 个 单纯 复合 
形 可 以 决定 一 张 需 点 表 。 芭 之 ,显然 对 于 给 出 的 顶点 表 了 ,可 以 唯 
一 地 (在 富有 凸 的 意义 下 ) 决 定 E 中 的 单纯 复合 形 天， 使 得 天 所 决定 
”的 顶点 表 就 是 下， 

今 转向 ech 上 同调 理论 。 

设 有 是 紧 Hausdorff 空间 ,4 一 40.,:…' 是 和 的 有 限 
开 荐 瘟 , 我 们 把 4 看 作 一 个 有 限 点 集 , 4 的 于 案 140 ,0 称 


看 和 了 


为 指定 的 , 指 
由 Di 天 由， 
这 样 4 与 它 的 莉 定 子 信 全体 构成 一 张 顶 点 形 ( 和 让 然 假定 每 个 也 ;元 
眉 空 的 ，， 相 应 决定 的 单纯 复合 形 记 作 基 ,。 现 在 我 们 用 和 单纯 上 
调理 论 于 KK,。K, 的 一 个 有 序 2 单 形态 是 4 的 一 个 有 了 序 子 集 
{Us " sU:;,} 【次 序 不 能 变动 ,但 介 许 重复 ), 使 得 
UN "* “NU,, 3 中 

记 NCK,) 是 KK; 多 有 序 了 和 单 形 的 全 体 ， 
(Pp 六 0)， 力 是 一 个 盟 数 f: N,(K,) ->G，。 记 这 样 全 部 的 Cech 
FP 上 链 为 CCK G)， PP 全 0， 出 于 G 司 加 法 税 ，C?CK;, Gy) 也 
自然 地 成 为 加 法 群 。 

定义 还 录 算 子 8 一 3; 和 的 攻 但) 一 CT 下 人 《加 法 娠 
的 同 态 2 加 下 
(CBFICT,, ” Fn) 

一 3 《一 1 大 ” ,Pi, "" *,V p+1), 

VV Vn) E Ne 天 iD 这 型 (Fo 
一 《Fa iFi 下， 
ft CHK, GCG). 
我 们 说 将 各 
. S08 = 0, 

事实 上 ,对 十 任何 的 (CV, "7 “了 + 加 N,ratKi,G) 及 了 < Crtk,, 
G), 

《Bo5r CV s**t 

一 CIDA, ,DV +) 


P12 
人 人 >， >) CIFti Va: ji, ‘Vr,, "Va) 
工 二 蛋子 上 时 


*。 134 ， 


了 十 


十 之 ) > CY Po Dis Va) = 0。 


1 < 


对 任何 请 之 0, 令 
ZK GY) oe ker(B: Cr(K,, GCG) 一 Cr 区 配合 了， 
BKG) 一 了 CPP (KC), 
这 里 认为 CCK,,G)》 一 10}, 如 果 4 之 0。 由 于 se 一 0， 因 此 ， 
Br(Ki,C) 是 Z?(KK,G》 的 于 锥 ,从 而 得 到 加 法 群 
HICK,,G) = Zr(Ki, GY) BOK ,G), 

前 面 是 对 XX 的 任意 固定 和 的 开 复 盖 4 来 讨论 的 ， 现 在 考虑 4 的 
继续 细 分 。 设 1 一 {04.0}，& 一 1 和 名 ,$m} 分 别 是 二 的 
两 个 有 限 开 覆盖 。 4 称 为 是 2 的 细 分 ， 记 作 2 < 站， 指 每 个 3 
包含 在 某 个 VU; 之 中 。 于 是 我 们 可 以 定 疼 上 映 象 

Y: {lm} > {1 }, 
使 得 对 任意 的 16 Ti， 有 3CVro， 注意 如 果 
可 {37,,» ”” "$1,) < NeCK,), 
于 是 ,5% * 门 51, 六 中， 自然 更 有 Uyiw 间 站 Uyap 天 下， 到 
此 ，ya 于 (Ure Urap) 的 ,(KK,)。 于 症 如 果 害 义 
一 大 Ye) 
vie cmHK,G), aE NK,), 则 了 是 CICKi,G) 到 民居 3G) 
的 间 态 ， 
设 fe CKR,,G), gy 《Si dip) € NnCK,), 划 | 
CFEF Ac) 一 《SF (7G) 


p+ 


mo >) 《一 ] PFCU es Wi , Drips 0 了 rp 


2 《一 LATFOS:,, “7? si “Sipt1) 
= (FFC0), 
这 说 朋 35 一 57。 由 此 ， 
F(ZeK GDE ZK GY TBCKi,GIE BK,G) 
众 而 可 以 定义 同 态 


* 了 和 5 3 


7 HAKG) > HK,,G), 

明 然 我 们 的 映 象 Y: {1 ,w} > {1,………,#} 并 不 是 唯一 的 ; 但 
我 们 却 有 

引 理 3.6.1 细 分 同 态 Y* 不 依 籁 7 的 选择 ， 

证 ”如果 贞 象 1 《1 一人 也 使 得 5S:CUveo;， 
WiE {l,m}， 我 们 要 证 明 * 一 7*， 

定义 二: CPRiI,G} > CHKLG) 如 下 : 

(EFISi, “> 3 " 


p 
™ > 《一 Di ““ “ns "~ Ui) 
了 一 身 


vf € CI KG), ($i, *" “ip) E N(R). 这 于 有 
$7 ~ M5;, Ea 中 
于 是 
Ff 请 中 让 
门 en 门 0 Un 门 Si 站 站 Si = 0 Si = 产 中 ， 
[mm 站 正 权 才 t= 4 上 = 
从 而 | 
CUyeins ~ SU von U cns ”“ “Un) E AI 下 v1 P, 
因此 ,5 的 定义 是 有 效 的 ， 
今 设 f€ CK,G), (Si 3 € NKi), 则 
《FS ” » Sip) 
间 
> C—OCU ,ea,, ~ -UronsU nijys “ sU stip’) 
i=0 
. 了 - 
— PDD DFU Do 
站 一 由 有 


可 rs 人 sy" Utip)) 


十 > C—O Uy, “7” “Urons Us) | 
imi 
Dns “sy Up)! 4 
〔6 上 CS ”” ;01p) 四 > CleF OS, “” “i, “” "ip) 
. 不 二 说 


*» 3 


产 
人 > 《一 上 1 >, 《一 工大 rt “* ‘UreonaUrns “yy 
R=0 


[1 
Dnys "7” s Utin) 
十 > 【一 区 Tray， 2 sD rt | 


虚 女 站 喇 放 
] 
Uyops Uri ~ Uip)), 
因 泡 ， 
(CEB 十 EE "7" in) 


Ea 
™ 之 ) 站 vt DronsU nn "a Ue,)) 
j= 


Fp 
之 ， FOU ers ”7 Urens Dn ,cap 
站 


-Uo 一 下 ro 
一 《7 一 了 FS 
即 
£6 + EE 2， 
出 此 当 于 E Zr 类 ,GG) 上 ,由 于 8f 一 0。 因 此 
(F — Ff = Ff € BrOK,,G), 
从 而 状 一 这。 证 毕 , 
定义 3.6.2 {Gqosle 和 BE A 称 为 加 法 群 的 直接 系统 , 指 
4 是 定 商 的 指标 集 ( 即 4 是 偏 序 集 , 并 且 对 于 和 任何 的 a, 8 4， 有 
7k 4， 使 得 a 之， 8 拒 7)， 对 每 个 指标 ce 4，G。 是 加 法 群 ， 
并 且 对 任意 的 x, 8€ 4, & 所 Pp，prg 是 Ce 到 Gs 的 ( 群 ) 辣 态 ， 
以 肥 福 足 
Pua 一 1， 和 pprgpo6 一 Puy, 
Yas 8， 7E M4, 并 有 LL a FY. 
对 于 直接 系统 {1G6。, pap}， 我 们 可 雇 定 义 它 的 直接 极限 
ln Ce 
首先 命 


-|37+ 


go EG Yeg&A， 和 存在 二 一 以 GE 
红 一 一 (eees 使 得 cp 一 wg) VP ma 一 以 9 
依 分 量 的 运算 , 双 是 加 话 群 。 再 令 
$ 一 [ea 一 (ee 绎 1 存在 一 以 9 
使 得 ae 一 0，Y8 宇 a 二 wl)}. 
录 然 和 是 大 的 于 群 。 式 们 称 可 法 群 
Ge 3 
为 {如 ,yog}】 的 直接 极限 , 记 作 一 lm {Go, Pus} 它 有 如 下 
的 简单 性 质 : 
《1) 对 任意 的 E 4 及 weEG， 命 
Teslaa), 如 及 之 
人 to 其 它 ， 
及 (6s) 一 a 一 (ap)rese 22。， 于 是 bu 是 G。 到 2 的 同 态 . 
如 举 下 是 和 芭 到 妇 上 的 商机 和 象 ;, 并 记 和 一 ho Go 一， 则 
napap mm 和 Ve, BEA, CH op; 


(2) G = C6); 


《3) 如 果 so Go。 使 得 noo) 一 0， 则 存在 8 之， 使 得 
Pous Ha) 一 0; 

《4) 设 互 基 加 法 群 ,并 对 任意 和 we 4, 有 同 态 56: G。 一 万 ， 
也 使 得 

Cpas = bas Yas BEA CH x Ep, 
则 在 在 唯一 的 同 态 8: G 一 用， 使 得 
dn ts Vire A, 

以 上 诸 性 质 的 证 明 , 留 给 读者 ， 

现在 继续 前 面 所 讨论 的 入 ,7*; HP(K,, G) 一 Hr(K,, 6), 
记 4 为 忒 的 有 了 虐 开 覆 盖 购 全 体 ， 依 细 分 为 序 , 4 好 然 是 定 宙 指标 
集 。 对 于 4，j EA 且 2 之， 记 前 面 所 定义 的 7* = 7?,( 它 不 
依 蒜 于 快 逐 z 的 选择 ) .显然 

Th id, Tif 7h, 


= 1382+ 


Vi, ,EA 并 是 2 之 之 vv《 因 这 时 总 可 肥 YY 下) 
由 此 对 每 个 p 宇 0， 
{HOK GY TE i aE A} 
总 可 法 群 的 直接 系统 ， 
定 尽 36.3 讽 和 是 紧 Hausdorff 空间 , 对 任 尝 的 PP 全 0, 它 
的 系数 群 为 G 的 p-Cech 上 同调 群 定 义 为 
HAMAX,G)— lm {HK,G) 7}. 


注 ”基于 相对 的 Cech 上 同调 群 ,以 及 进一步 的 讨论 ,请 读者 
参见 [57],[14]。 

下 面 对 于 GG 一 2 (整数 的 加 法 群 ) 的 情形 , 来 计算 HCX,Z》 
与 H(X,Z), 

如 果 f; 了 一 Z 是 连续 的 , 由 于 和 是 紧 Hausdorff 的 , 的 
值 域 只 能 是 有 限 个 不 同 的 整数 {fPny… :7 【《 见 命题 3.4.6 的 证 
明 )。 令 Ui 一 让 {f7， 则 4 一 04,……*,U,} 是 的 互 不 相 
次 ， 既 闭 又 开 的 有 限 复 盖 。 于 是 相应 的 单纯 复合 形 六; 将 由 # 个 
相互 独 科 的 点 【7 构成 。 因 此 ， 

C《 KZD 一 1 的 全 体 }。 

等 别 地 ，f 下 一 1 < 委 | 扫 3， 决定 CE ZZ) 的 元 cl 注意 
K， 的 有 序 1- 单 形 只 能 是 《Di U0;) 的 形式 《1 < < 因此 、 
CK 一 {0}. 从 和 i 

HK,Z) ™ ZK A) CK ZY, 
今 

HOXZ) = lim {HOK,,2), Tre}, 

及 设 Yo HK,Z) 和 (KK, 世 儿 这 同 六 即 是 害 尺 3.6.7 下 区 (1) 
所 讨论 的 同 态 %.)， 于 其 

TY TR WR EA 
紫外, 于 决定 HCX,ZD 的 元 二 一 全 (cn0)。 

如 果 一 1 Ss} 是 羡 的 男 一 个 互 不 相交 ， 婚 闭 又 开 
的 有 限 覆 瘟 ， 人 讶 得 f15; 为 常数 ， 1 所 :所 mm。 自然 二 z, 并 


由 全 乌 夺 二 


且 有 唯一 的 映 象 7Y: {1，……，m 一 {11 4， 使 得 Si:C Ur 
1 委 ;所 坟 ,当然 也 决定 元 “E CORE 一 HACK,Z)， 使 得 
e390) 一 《3 的 值 ，1 志和 了。 

由 于 
TheD(SD) = eTFESD) = eiU yn) 
— fiU = fi, lim， 
因此 ，7 乱 Ce) 二 ce， 从 而 
YO EE = THC = ti, 
因此 ，j 一 u“ 的 定 光 并 不 依 球 于 所 的 豆 个 相交 ， 既 闭 层 开 的 有 了 上限 
覆盖 12 :So 并 且 于 | 全 为 常数 《1 守 工 委 姑 ) 的 选择 ， 

今 设 『,g 是 筷 到 也 的 两 个 连续 冰 数 ,我们 自然 可 取 扎 的 互 不 
相交 ， 既 闭 又 开 的 有 根 履 盖 12 一 1 使 得 于 | 及 
gj 均 为 常数 ,1 地 ?了 迄 w， 由 此 可 见 在 HCKi,2) 一 C"(K;,2) 
中 cits 一 中 十 er， 从 而 

8 = Teita) = THe 十 ?Ce = Wi + mg, 
凤 了 一 af 是 可 如 的 . 

黄 在 指出 f 一 wi 是 一 一 的 。 如 如 对 某 个 1 (KX 到 的 连续 
荡 数 )，sf 一 YRCeD) 一 0。 依 定 多 3.6.2 下 而 的 (3), 将 有 之 24， 
使 得 YiCeD 一 0。 设 4 一 {04,-…,UVUs} 是 及 的 互 个 相交 购 闭 
叉 开 的 有 限 茂 盖 , 并 且 《TD 是 常数 ，1 守 1 入 Rn， 叉 设 请 盖 
{51,……, 3。}， 于 是 有 7; {1,…, 9m} 一 {1,*… ,wn}， 使 得 3iC 
Vip《 这 个 了 是 唯一 的 ?。 由 此 

0=7YEe SD = AF = erUre) flUrnn, Yi. 
但 ; 跑 遍 {1, ,m} 有 时, 70 站 将 跑 遍 {1,…-,n}, 从 厅 半 一 0， 
即 说 明丽 和 象 了 一 后 是 一 一 的 ， 

最 后 来 证 明 映 象 f 一 吉 是 满 的 对 任意 多 we H( 玉 ，Z), 依 
定义 3.6.2 下面 的 (2), 有 站 的 有 限 开 覆盖 # 一 {5,3w} 及 
CE ZEK, Z) mm HCK,, DB), 使 得 x 一 7X(e)、 注 意 (5;,5) 是 
玉 。 的 有 序 1- 单 形 , 当 日 仅 当 ，5 站 M5; 天 中， 这 时 

0 一 《6c 氏 33 = cA) — elSi), 
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于 是 我 们 可 以 定义 和 到 的 连续 函数 
Fx) 一 cA5;)， 如 采 YE3i 
这 个 了 又 决定 芷 的 互 不 相交 ,了 既 闭 又 开 和 的 有 限 终 六 4 一 {U,,………， 
了 +， 使 得 f1U;， 是 党 数 ,并 且 fiUi 冯 有 Uj;, Vi 沽 1， 由 于 i 沪 
也 是 常数 。YWi， 因 此 ,4 二 jg， 于 是 有 7Y: {l,m} 一 {1 +， 
#}， 使 得 5,CUrn，1 所 i?Y 志 吉 。 由 此 ， 
ADICD, 一 ciCF (SD) 一 ctU roy) 
-flUrn ™ |S = els,), Vi, 
即 ?Ke 一 ce， 人 队 而 
# EC = YET (C0 = FHC) = pf, 
综 上 所 述 ,我 们 有 
定理 3.6.4 作为 加 1 法 群 
H(X,Z) {ff 是 X 到 2 的 连续 胃 数 }。 
关于 HA(X,Z)， 我 们 有 
定理 3.6.5 作为 交换 群 
HOX,Z) CCXRY erY, 
这 里 CCX) ! 是 CX) 中 可 遂 元 的 全 体 , 依 CCX) 的 范 数 拓扑 ， 
它 是 交换 的 拓扑 群 ; eo 站 呈 {ej ECCX)} 是 CE ' 的 主 分 县 
《连接 1 的 连通 分 量 ), 也 是 CE) 的 殴 闭 又 开 的 王 群 ; CCXYIY 
ex) 依照 商 拓 扑 是 离散 的 交换 群 ( 见 定理 1.3.5)， 
证 记 G 一 CCX)7', G, 一 oe 设 fe G， 于 是 从 X) 是 
C* 二 C\{0} 的 紧 子 党 。 由 此 可 选 SC 
XX 的 有 限 开 覆盖 1 一 1 
使 得 
FU CSCers Th) 0 
这 里 Yi 守 0 #41 €C*, as 71) 是 
及 zf 为 中 心 , 7 为 半径 的 开 癌 ,并 
日 0 SSCs4974)，。 1 所 不孝 
对 每 个 刘 , 沿 口 点 到 于 的 反方 
疝 把 复 乎 面 动 开 , 由 此 可 以 定义 UV 下 的 复 值 连 钱 遂 数 gi， 


二 生机 


BARCX) 一 fog f(r) 了 (xy oo ek, Wx€E Dy 
并 日 gt 的 虚 部 在 中 的 变化 二 了，1 委 才 委 由 
下 面 我 们 称 一 个 几 (4, {g4}) 对 1 eG 是 满足 要 求 的 ， 指 
4 一 {0-0} 是 卫 的 有 限 开 绪 庄 ，Bz4 是 UU 中 的 复 秆 连续 
国 数 ,并 且 Fe 一 est wei 以 及 下 的 如 部 在 Ui 中 变 
化 拓 m 上 和 扫 虹 扫 #。 了 了 腿 的 亚 鹏 , 遂 明 叉 ff 上， 误 足 要 求 的 族 
是 存在 的 。 今 设 (4 二 {041},{g4}) 是 € G 的 满 是 要 求 的 谋 , 设 
KK; 是 相应 于 % 的 单 邱 复合 形 , 于 是 (Vi,0;) 是 KK， 的 有 序 1- 单 
形 , 当 有 旦 仅 当 ， UU 5 四。 这 时 
GENCY ce FON) oe eR Vx EUNU,. 
由 于 & 各 在 U4NU; 中 上 庶 部 的 变化 都 二， 因此 有 常数 c(*， 
1) € 安 ， 使 得 
BL) 一 有 tf = ZarictR, 1), VrE UNU. 
从 而 我 们 可 以 定 六 cE CK ,2Z)， 使 得 
ctUi, Uj) — c(R,1), 
YCU Ui) 是 天 的 诅 序 1- 单 形 ， 如 果 (V4 Vj, Di 是 天， 的 
有 序 综 - 单 形 , 则 UNUNU 关中 ， 于 是 
{BD UI UD ef DD ~ eR,D + elk,i) 


一 pp {g(x) — gi(%)) — (gi(5) 


一 RCTJ) 十 【到 (Cr 一 SC = 0, 
这 里 xzE DNCjN 人 U4。 这 说 有 明 cE€ EX， 相应 决定 
f= et BAOK,DYE HCOK,,L), 
以 及 
. = YCEY EE HCOX, ZL), 
这 里 同 态 部 ; Hk, Z) 一 有 (ZJ 如 定 艾 3.6.2 下 面 的 (1》, 
现在 指出 上 肌 象 了 一 mi 是 可 以 定 尺 的 , 即 应 当 证 明 wy 并 不 依 
粹 于 满足 束 求 的 族 (4,{g8:1). 
首先 对 141 二 fn {ga} 是 画 一 个 选择 ,时 《4143 (et 
也 是 消 足 莹 求 的 。 对 任意 的 《ET1 92， 由 于 


时 本寺 宫 二 


CRY a fx) me et 如 ET 
以 及 gl，& 在 VU; 中 唐 部 变化 均 之 <， 因此 有 dA EY 使 得 
ER 一 EC 一 了 ri YrEUi 1 和 二 
命 dD2) 一 AK)，1 二 名所 则 dE CNMK, ZI)。 又 命 < 是 
《gx 构造 的 ZK ,2 中 的 元 , 弛 
SH) — gx) 一 ic Ui), 
YE 关中 YE 站 ri 于 是 
(eo— eV UD) 了 Te — gCr)) — Cgitx) 一 SC】 


= 4 — HE) = (aU Ui;), 
A 
在 HKCKL,Z) 中 ，5 一 进而; sy 一 YE2) 于 YCe), 

今 设 C1, {84}) 是 满足 要 求 的 ,二 {51 3 人 一 
{O00 取 7: 人} >,8}, 代 得 SCUrcp， 
1 所 万 寺 和。 髓 定义 

EC 一 有 rCECSD， WE 
易 气 《zfegt) 也 是 满足 要 求 的 , 匠 决 定 元 “E ZE 2 ， 邯 


CS 一 = 了 工 - g(t) CO— gtr)), 
1 
YS nnSi 隆 四 ，x E54 站 5j。 由 于 
CFeHS Si) 一 CC TS 1)) 一 cy 下放 


a 2 (guer) — grivCr)) 


se 了 Cg(#) 一 gCr)) 一 CS 人 7 


VSn3i 天 中，xE S45;， 因 此 ,ec 一。 于 是 ，2 一 7(2). 
以 及 
DAC 
对 一 般 的 满足 要 求 的 两 个 浇 (4 ,1gx42) 与 《pp; 8;})， 我 们 
取 细 分 bp 疡 4, &。 由 {g4} 如 前 可 决定 满足 要 求 的 族 (v,{h}); 


3 


又 由 1&1 也 可 决 定 满足 山 求 的 族 (v,{ 名 站 再 依 鹿 面 两 统 的 讨 
论 , 可 见 《fg 与 《Pig 将 决定 HX,Z) 中 同样 的 元 ， 
因此 职 象 一 :CLX) 一 HH(X,Z》 是 可 以 定义 的 ， 

我 们 注意 这 样 的 事实 : 如 果 上 是 外 的 开 子 集 ,£ 是 UU 中 的 复 
值 连 续 闵 数 ， 并 日 8 的 虚 部 在 上 中 的 变化 < x， 那 末 我 们 避 这 团 
到 开 子 集 8， TY3， 合 得 DD 一 大 UTFUTs， 并 有 日 & 的 捕 部 
在 P 中 的 变化 过 12。1 所 1 所 3。 事实 上 ,无 妨 设 


一 记 < meCr) < 村 ， YreUD, 


于 是 命 
Fi = ee Db < mz < 三， 


:一 g"! @E 
天 一 人 (fs 


外 达到 只 的 . 

由 这 个 事实 可 见 , 对 任意 的 了 ECG，, 我 们 可 以 找到 满足 要 求 的 
族 (1 一 {Ui}, {El), 并 有 上 的 蜡 部 在 UL, 中 的 变 任 = ri2, 
VR, 

今 设 六 ;有 EE GG， 依照 上 面 的 讨论 ,对 抹 ， 我 们 可 以 抄 到 满足 
了 要 求 的 族 (1 一 4041, 188， 并 且 g4? 的 虚 部 在 Vi 中 的 变化 
三 wj2， WE， 及 1 一 1,2。 由 上 比 ，(24, {8 名 十 8 个 }) 是 关于 了 
满足 要 求 的 族 。 从 而 可 见 wh 中 十 #1。 好 一 wi 是 COX)! 
到 太史 ,名 》 的 同 态 (作为 交换 群 ). 

现在 证 明 这 个 同 访 是 满 的 。 设 4E HN, 有)， 于 是 有 XX 的 有 
限 开 材 闭 1 一 10 DT 及 c € Zi(K,Z)， 使 得 

# Te 这 时 $6 BOCK, ZY) EE HENK, ,2), 

设 {qt} 是 天 于 4 的 单位 分 解 ,， 即 gx CX)， 0 所 pi 守卫， 
supppxCUr VK， 及 2] gt 一 1， YxEX， 定义 gE CC 


水 哇 


一 村 <<Imz < 中)， 


一 三 <<mz< 二 |)， 
4 4 


ww 


为 
gz) = 2 ri DY ef,k) pC), Vxe Et 


这 里 eC 时 e(Ui, 而 《Di kt) 是 K， 的 有 序 1- 单 形 
《 即 DjN Di 关中)， 并 认为 c(i, 一 9， 如 果 Vi 由 Vi 一 四。 由 
于 8c 一 0， 因 此 
(BeNRAITAD Om ef Oo eR,D + ch, 
H] ce 有 一 ct 一 ctR,1), vuUNU;NU, 隆 加， 从 而 当 zt 
UND; 时 ,由 于 NONUi 一 示 时 ， x 六 VV 因此 
SICK) 一 SEE) ee 2a DY px Ce — eA)) 


-DF 2rip(r). clk,?) 


1. 


~2ai( 5 Pi)) elk)—2riclk,)), 
cin iin - 


从 而 
ei es) YUN UL Fh, rE UND,, 


这 样 便 可 以 定 交 GG 一 CCXY"! 中 的 元 

fx) ert, #0 x€ Ul,, 
虽然 gt 的 虚 部 《一 24) 在 Ul 中 的 变化 未 必 三 #, 但 仿照 前 面 
的 讨论 ， 我 们 可 以 找到 久 的 有 限 开 覆 禾 一 {5 …, $。} > 2， 
及 7; {1 ,mm} 一 {1,**-;,#}， 司 得 SiCUrps RE = 
gribiss 在 5 中 虚 部 的 变化 达 <，1 包 丰 所 站 。 从 而 ，(Cmfe 
对 了 是 满足 机 求 的 族 。 用 这 个 恋 可 定义 元 < € ZCK,,Z)， 即 

81, $0) — 7 Cex) — giz)), 

VSiNS EB xESNG. 对 于 SN Si XE SING, 
(FINS ™™ eKTKSi 3.)) 一 ciUrns Ur 


= FC), YAR) 一 7 grave) 一 Co) 
一 六 (gi(x) — gz)) = e551), 


二 下 下 本 到 


因此 ， 了 c 一 。 于 是 仿 wf 的 定义 ， 
Wf en YHAE ea HT = TCE) 
团 于 一生 COXI? 下 (2) 的 间 态 是 福 的 ， 

最 后 我 们 来 瞧 察 这 个 间 术 的 核 。 如 果 f 一 er, 这 里 gt CCX)， 
自然 可 取 开 的 有 涡 开 覆盖 4 一 {U4} 使 得 中 一 相生 如 中 
碟 部 的 笃 化 小 于 xz， 于 是 (4, gt 是 满足 要求 的 族 ， 显 然 这 
个 族 所 决定 的 2 后 1 ZZ》 中 的 元 是 0, 从 而 wi 一 0。 友之， f € 
CCXY! 第 得 Wi 0, 设 C2 一 {Ui:}, {gi}) 是 关于 二 满足 雪 求 
的 族 , 它 决 定 Z'K;,P) 中 的 元 c, 于 是, 9 二 呈 26 这样 侯 
有 & 之 14， 使 得 73.5 一 了 0。 对 于 & 也 可 找 汉 满足 要 求 的 旋 , 因 此 
可 以 假定 一 0, 好 cE 8XK,, Z)， 于 基 有 dE CK, 2W)， 使 
得 cc ~ 64。 于 是 对 ze DUNNUi， 

gi(¥) 一 gaCx) EEC) 一 2x1td(U;) — dU )), 
gC) -- ZidCU) 一 人 人) — 2rid(U), reU Nv, 

由 此 我 们 可 以 定义 叉 上 的 连续 读数 
g(x) gx) 2artd(U), 如 ET。 
显然 一 cs， 这 就 说 明了 ff 一， CCX) I! HK(X, 2) 同 态 的 
核 是 Go 一 ef。 证 毕 ，- 
注 ”定理 3.64,3.6.3 可 似 估 见 [571. 


$7. 谱 空 间 的 第 0 与 第 1 阶 的 Cech 上 同调 群 


设 4 是 有 单位 元 。 的 交换 Banach 已 数 ,名 是 它 的 谱 空 间 . 
我 们 来 研究 紧 Hausdorff 空间 避 的 Cech 上 同调 群 与 4 的 构造 
之 间 的 关系 。 | 

定义 3.71 QCAY 一 {eedie 一 了) 

命题 3.7.2 (1) 8 站 RC43 = {0}; 

《2) 设 p. 其 4 中 的 需 等 元 ,nF 7 一 1， 刚 


时 二 和 中 


四 
> nipie QO); 


一] 


《3 如 果 acgaf4I， 则 可 以 唯一 地 写 
2 一 之 1pi, 

这 里 { 力 |j eB} 是 4 中 的 车 等 欧 族 , 仅 有 限 个 非 霍 , 并且 pip; ~ 
dPis vi, 1， 中 到 >, 六 二 了 此 外 每 个 Pi 连 妹 开 枯 由于 9， [以 
及 车 BE A, ba = ab, 则 bp; = pd, VieZ. 

这 时 称 “一 世 jp; 为 。 的 谱 分 解 ， 

汪 (1) 设 oe0CDONRCD, 记 b= lrios c= 人 pe 
zl。 由 近 一 ee， 可 员 


下 [十 3rfpzl 一 六 一 ec 0， 
- 下 = 


但 56 RCA)， 因 此 ，c ERCA),， (Ce 十 5) 可 北 , 所 蓉 右 一 上， 部 
== 0., 

《2) 显然。 

(3 由 eg(D，ora0 一 1， 因此， € 2 Vi€ 上 9. 全 
eol 一 及， 四 
则 {Gijxez 是 马 的 互 不 相交 的 闭 子 集 ， 且 仅 有 限 多 个 非 室 ,以 以 
并 为 2。 今 叙 Shiloy 篆 等 元 定理 (3.4.4)， 存 在 唯一 的 党 等 元 族 
;和 Hes， 使 得 各 站 一 5 总 有 一 Xe wii 及 Pp: 一 e。 星 
直 ， 1 

(ce 一 并 ip)e CD NRCA) — {0}), 


因此 ，a 一 iP;。、 鞭 余 皆 容易 (参见 命题 1.6.7)。 证 毕 。 
命题 3.73 在 Gelfand 变换 下 ,作为 加 法 群 
QA) e QCCCO)). 


证 ” 依 命 题 3.7.2 的 1), 旱 然 a 一 4 是 0(4) 和 到 9CCC9Q)) 
中 的 (加 法 群 ) 同 构 . 

今 设 1 €0CC(90))， 于 是 1(8)CZ。 对 任意 的 1€E2， 令 
i 一 1tED|TFOD = 1 ， 相 应 决定 4 中 的 窒 等 元 志 , 使 得 扬 二 
Xo 令 a 一 Dip;, WW a EOC(A4), 2 一 让 因此 ， QCLAD) 涯 
QCC9))， 证 毕 ， 

定理 347.4 作为 名 靶 群 ， 

QA) ss HQ,Z). 

证 ”由 命题 3.7.3 及 定理 3.6.4 立 风 ，. 

注 ”本 定理 是 谱 空 间 旬 的 拓扑 柱 质 与 交换 Banach 代数 4 的 
构造 相 联系 的 第 一 个 结果 。 

下 面 记 4 为 寺中 可 递 元 的 全 体 ，e< 一 {erja€ 4} 是 4 
的 主 分 量 ， 

命题 3.75 在 Gelfand 变换 下 ,作为 丧 法 群 ， 

41e4e CCOY Hert, 

证 显然 ee4 一 bect2) 是 Ae4 到 CC(9)7'em 的 同 
态 ， 

对 任意 的 jE CCQ) '， 依 Arens-Royden 定理 (3.5.6)， 有 
ae A !， hE C(OQO)， 使 得 j 一 4e*， 因 此 上 面 的 同 杰 是 满 的 ， 

取 后 ， 如 有 震 a € dA，hE C(IQ)， 使 得 8 一 e*， 依 命题 3.4.7 
的 (1), 将 有 5€ A， 使 得 B= 有 des 因此 上 面 的 同 态 也 是 
同 构 。 证 毕 。 

定理 37.6 作为 交换 群 ， 

A es es HD ,ZY. 

证 ”向 命 题 3.7.5 及 定理 3.6.5 立 见 。 

注 “本 定理 是 9 的 拓扑 与 4 的 构造 相 联系 的 第 二 个 主要 结 
果 , 它 属于 R.Arens《[11)。 进 而 要 用 4 的 构造 来 措 述 马 的 再 高 
阶 的 Cech 上 上 同调 群 将 是 很 困难 的 ， 例 如 9, ZZ) 同 移 于 4 的 
Picard 和 群 , 可 以 做 册 [571， 


= 4 4 


习题 


设 4 是 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 ,及 是 它 的 根基 ， 村 =- 
41/R,B 与 得 分别 是 4 与 年 的 谱 空 间 , 则 @ 翌 人 ,并 有 在 4 一 
的 商 有 映 得 下 A!e a 41 ee 


中 上 才 全 * 


第 四 章 Banach 代数 与 K 理论 


本 童 将 用 Banach 代数 珀 论 来 处 理 关 理论 ,或 者 说 把 拓 让 天 理 
论 推 广 到 -一 般 的 Banach 代数 情形 ,第 一 节 介 绍 投影 模 等 一 系列 概 
念 的 介绍 ;第 二 节 对 Banach 代数 引入 天 图 子 ; 第 三 节 对 Banach 
代数 引信 于， 鸭子 ; 第 四 节 讨 论 亚 子 Kl 与 天 的 联系 《指标 里 
象 )， 由 此 得 到 6 项 正 合 州 (4.4.2); 第 五 人 是 天理 论 的 核心 部 
份 一 一 Bott 周期 性 定理 ， 由 此 得 到 6 项 循 坏 的 正 合 列 , 这 将 是 计 
算 K 群 的 基本 工 其 ;第 六 节 回 到 交 挽 Banach 代数 的 情形 ,避免 亿 
用 向 量 从 的 工具 ,得 到 应 扑 攻 理论 的 主要 结果 ， 当 然 , 我 们 可 起 在 
复数 域 上 进行 的 。 如 考虑 并 数 域 , 还 归 涉 及 淹 Clifford 代数 等 。 
本 蔬 不 六 讨论， 


$1. 才干 准备 知识 
$1.1 ” 找 凡 的 右 樟 
回忆 一 下 域 了 PR 虐 的 线性 空间 ,于 是 有 也 象 (4, v2) 一 020: 
Fx V 一 了 ,满足 分 要 律 ,结合 律 等 等 。 如 果子 代 以 一 般 的 环 ,就 
有 楼 的 概念 ， 
定义 4.1.1 设 尽 是 有 单位 元 工 的 环 , 型 称 为 右 民 模 , 指 刘 是 
加 法 群 ,并 且 有 了 上映 刘 《a,x) 一 xa: 只 X 了 一 开 满足 
Cr ya ta ya, xto Tt b= ra t+ x6, 
xtaby) = (ra)p, Xl — x%, 
Vr yyE MM, qs pe RkR, 
相仿 地 定义 左 R 模 ， 当 民 交 换 时 , 左 、 在 RR 模 并 无 区 判 ， 徊 章 
地 称 为 民 模 。 
任 章 的 加 法 群 可 自然 地 泪 作 为 包 模 ,因此 加 法 静 是 特 泛 的 愤 . 


本 和 


下 面 对 圈定 的 环 民 进行 讨论 ,因此 简单 地 称 右 尺 模 为 右 模 ， 

定义 441,2 右 模 M 称 为 自由 的 , 指 存在 基 集 哎 , 第 得 对 任意 
的 EM， 可 以 唯一 地 素 达 成 有 限 和 和 x 一 之 ， iiGi 这 里 x € i， 
qi RW 

定义 441.3 设 M,N 是 石 模 , gpg: M 一 入 称 为 ( 模 ) 同 态 ， 
指 了 P 首先 是 (加 靶 ) 群 同 态 ,同时 与 尺 的 作用 相交 的 . 即 

prt Io pr) + my) pra) 一 四 [ze 

Yx，yE 村 ， a € RR， 如 果 下 还 是 一 一 的 , 并且 p(M) 一 N， 就 称 
是 M 到 N 上 的 ( 模 ) 同 构 , 这 时 自然 地 gp 是 六 到 M 上 的 ( 模 ) 
同 构 ， 

定义 4.1.4 右 模 P 称 为 投影 的 ， 指 对 任意 的 右 模 M,N, 及 
( 模 ) 间 态 f: P 一 N, p: 一人 (部 于 /PP 
P: M 一 NN 并且 p(M4) 一 N), 有 ( 模 ) 一 
亲 态 g: P 一 M， 使 得 f 一 pg， 用 / 
右 图 来 表示 。 y 

命题 41.5 (1) 任何 右 模 必 是 自  ，A » N 
由 右 筑 的 同 态 象 ;(《2) 任何 自由 的 右 
模 必 是 投影 的 。 

证 {1) 设 MM 是 右 楼 , 令 
NDR- {0)erloE R, Yre M， 并且 在 {oixe M} 

” 中 仅 有 限 个 不 为 0). 

显然 N 自 然 地 成 为 自由 的 右 《R)》 模 ， 若 命 


f(a.)) 一 > Fy YC ds) € N, 
下 三 由 


则 fF 是 和 N 到 MM 的 ( 伐 ) 同 态 ,并 有 fCN) 一 对 
《27 设 P 是 启 由 的 右 并 , 旬 是 它 的 基 集 ， 如 果 有 在 M ,RN ， f,p 
到 十 4.1.4, 对 每 个 区 所 并 ,由 于 N—p(tM), 可 先 定 mm (x), 
使 得 fw) 一 p(w)。 今 定义 g: P~>M 为 
«(5 xi] = > Hi diy 


局 


中 证 汪 全 二 


这 里 a € R, riE 人 mi 菩 4)， 妈 zr) 一 pCm)， Wi, 天 多 
# 是 PP 到 M 的 同 态 ,并且 f 一 px。 因此 ,了 是 投影 的 。 证 毕 ， 
定理 4.1.6 右 模 卫 是 投影 的 ， 当 且 仅 当 ， 在 在 右 模 QQ, 使 得 
已 (CP 曙 982 是 雇 由 的 . 


pd 证 ” 设 P 是 投影 的 。 让 命题 4.45 的 
”| (3), 有 自由 右 模 ,及 同 态 P; P 一 了 ,全 
-pb 得 大 下 一 下. 从 型 有 同 态 t: 已 一 下 ， 


” 使 得 pe 一 过 (如 了 图) 令 & 一 kerp， 最 
然 也 是 右 复 .我 们 将 有 
Fo— SP 二 4. 
事实 上 ,对 任何 的 x EFF， (Cx 一 gp(w))€ kerp 一 各， 因此 ， 
x gPLx) TF (x — sptx)), 

者 x*EgPNO, 设 x 一 gy, 某 YEP，,， 则 pr 一 0 一 pgy 一 y， 
因此 ,x 一 了 0， 此 外 ,由 ps 一 tH， 可见 8 是 到 中 的 一 一 同 坊 ; 
进而 (pl#P) 是 gP 到 已 上 的 同 构 。 因 此 ，P 旨 入 兰 gP 由 9 一 下 
是 自由 的 . 


反之 设 在 右 模 2 ,使 得 : P 
F~= PPO | 
是 自由 的 。 今 车 有 M,N,f,p 加 定 “| ~ / 
玉生 4 令 x 户 一 P 县 投影 股 象 ， | | 
自然 是 模 ) 间 术 5 i 是 P 到 F 中 的 谨 。 4- 一 一 ~ 


人 了 区 间 ( 见 图 )， 依 命 晤 4.1.5,F 是 摄 
影 模 :从 而 ,有 同 态 8: P 一 村， 使 得 ph 一 jx。 于 是 8 让 是 
PP 儿戏 的 同 态 ,并 且 满 足 
PE ™ Ph fri f, 

这 就 说 明了 是 投影 模 。 证 毕 , 

右 模 对 称 为 有 限 生成 的 , 措 它 有 有 限 的 生成 元 的 集合 , 痪 言 
之 ;有 划 的 有 限 子 集 驶 , 使 得 任意 的 ye M， 可 这 写成 

和 一 之 Tg 
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这 里 o.€ 六 ，Yx & 员 (注音 这 样 的 表达 式 个 必 唯 一 ). 

系 和 41,7 右 模 P 是 投影 的 并 且 有 恨 生 成 的 ， 当 且 仪 当 , 在 在 
庙 横 怠 , 使 得 一 了 图 9 是 自由 的 ,并且 有 有 限 的 基 炬 。 

证 ”充分 性 ”显然 P 是 投影 和 的， 氨 外 ，F 是 有 限 生成 的 ,县 然 
P 也 是 有 限 生 成 的 。 

反之 设 P 是 投影 的 。 并且 是 有 限 生 成 的 。 如 果 . 鹃 是 了 的 有 
限 生成 元 集 , 命 

N= DR- {eslae RVvre F), 


WN 其 具有 限 雪 亿 和 的 自由 广 模 。 再 令 jp 
pC4s)) 一 DH) xay, / 
所 贸 吕 
则 PP 是 N 到 PP 上 的 同 配 。 记 8 一 kerp. 了 二 


男 一 方面 ,了 是 投影 的 ,因此 有 癌 赤 8g: ~  ， 
P 一 N， 使 得 pg 一 这 《如 图 )。 定 义 “一 

(Xx) gx + y: FPF—= PHO>NCYVre Py eo0), 
如 定理 4.1.6 的 和 证明 可 了 友 下 衬 N. 焉 开 。 


3 1.2 交换 半 群 的 弃 群 《CrothendieeE 群 ) 

定义 4.1.8 设 M 是 交换 半 群 , 即 M 中 定义 有 洲 足 结合 律 的 
加 法 (或 交换 的 鞠 法 ), 并 且 有 零 元 (或 单位 元 ), 但 并 不 息 定 对 以 的 
任意 元 都 有 相应 的 负 元 (或 北 元 )。 如 果 交 换 叙 Be (M》 与 同 赤 
xr: M (CM) 满足 下 面 的 ( 泛 ) 柱 质 对 于 任何 的 交换 群 G 及 
1 到 G 的 同 态 六 将 有 叭 一 的 ( 群 ) 同 访 9: W(M) 一 G， 使 得 
gu 一 f。 即 有 交换 图 


中 
MY 
ww A 
MH 
这 时 和 将 称 人 BCMY 为 W 的 泛 群 或 Grothendieck 群 。 
现在 我 们 指出 ;如果 交换 半 群 时 的 泛 群 是 存在 的 ， 那 末 和 在 
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《 群 ) 同 构 意 义 下 , 它 是 唯一 的 事实 上 , 设 《 人 (MD, 兵 》 强 满足 
9): AM RM) 及 49,: 2 AM NM), 
使 得 有 交换 略 
CMY > 2M) 
~ 6 7 
i A 
MM 


特别 有 
日 6 
MY BMH) 
Kl A Ms 
Mf 


依 唯一 性 ,应 当 有 外 ob 一 id。 同样 Bop 一 如 ， 因 此 ， 
DM) AMY, 
下 和 面 我 们 来 给 出 (MH) 及 ## 的 一 种 构造 方法 , 昌 然 运 可 以 给 出 
其 他 的 构造 方法 ,但 依 唯 一 性 的 讨论 ,它们 都 是 同 构 的 . 
在 MX M 中 引信 等 价 关 系 ~: Cm, om ,nn),， 指 存在 
IE 对 ， 使 得 . 
十 2 一 十 十 
令 CLM) 一 (MX 由 ~ ， 并 定 多 加 法 
mn) + Cm sa) = Cm + mn 
容易 证 明 , 这 个 定 允 是 合理 的 ,并且 《ma 的 六 元 是 《mo 如 六 ， 
蕊 及 零 元 是 (0,0) 一 Cm,m)”。 进 而 令 wn: MM 一 人 BC(M) 为 
nt) = Cm,0)", 
特别 可 见 
(mn) m0) — (Cn,0), CM) HM) — uM), 
今 指出 这 样 的 BUW(M) 及 2 满足 要 求 。 如 果 有 于 到 某 交换 群 局 
的 同 访 f, 我 们 命 
Oman Hem) Hn), YOmn) € Ze CM), 
自然 将 有 9w 一 f。 当然 需要 答 验 定义 的 合理 性 。 事实 上 ， 营 
mn) 一 (1m;n')、 于 是 有 +E 村， 使 得 
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扒 杆 天 十 于 一 久 十 下 十 朋 
从 而 其 如) 十 大 人) 十 开间 一 Cm) 十 1) 十 C2)， 因此 在 G 
中 有 
Hm) — fn) 一 fm) — fn), 
即 说 明 68 定义 是 合理 和 的。 至 于 日 的 唯一 性 ,由 
EM = MI uM) 
下 风 ，。 因 此 我 们 有 
命题 4.1.9 交换 半 群 M 的 证 群 UCM) 是 唯一 《 同 构 意 多 
下 ) 存 在 的 ,并 且 (MD) 一 MM) 一 nt》 
注 8#: M CM) 未 必 是 一 一 的 。 例 如 下 中 有 co 元 ， 邵 
说 十 ce = oo, vme 有， 这 村 
HC 一 - WOR Cm 00) — un) Wt co0) 
= Hm 二 CC— Wn 二 oc) 
— HW(0)— #0) = 0. 
国 此 多 MD) 一 {10}， 另 一 方面 ， 我 们 有 下 面 的 事实 : w: 对 一 
(MD) 是 一 一 的 , 当 且 仅 当 , 对 满足 消去 律 ， 即 若 MM 中 的 任意 
元 mm; if 满足 让 十 一 # 十 1 则 有 wm 一， 事实 上 , 白 
Mm) Hn) Pm,0) nD) Em,0) ~ Cn,0) 
< 这 存 在 1€ M，、 使 得 坊 十 1 一 4 十 + 成 立 , 可 得 证 ， 


$1.3 和 罕 等 元 与 有 限 生成 的 投影 右 模 


定义 4.1.10 设 丸 是 有 单位 元 1 的 环 , 了 € R 称 为 容 等 的 , 指 
六 一 户 记 六 中 用 等 元 的 全 体 为 PR), 

,9€ PR) 称 为 代数 等 价 的 , 记 作 p 人 9， 指 有 4, 5 ER， 
合 得 ab 二 pp, ba 一 go, 

RR 中 相 道 元 全 体 记 作 RT 或 者 GLICR)，p，g€ RPR) 称 
为 相似 的 , 记 作 p ~ 9g， 指 存在 ze R"'， 使 得 wp 一人， 


p，9E PR) 称 为 直 交 的 , 记 作 plg, 指 pq 一 gp ~ 0， 
命题 41.11 《1) 设 p， gE PCR)， 则 pj gqg， 当 且 仅 当 ， 
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{p+ 9) EE PLCR); 

(2) 设 p， gE PKR)， 并 且 p ~ 9， 则 存在 até pRg, bh 
9RpP， 使 得 ab 一 p,， ha 一 了; 

C3) ~ 证 等 价 关 系 ; 

《4) 如 果 py ~ 9 一 12。 并 上 且 PlLp， Ly， 则 

Pi TT py) ~ (g++ 他 

证 《1) 显然 如 果 plLg， 则 (Cp 十 gqg)e PA(R)， 皮 之 设 

(Pg 一 pp 十 4， 则 pq 十 gp 一 0 和 于是 
| — Pg — (1l— ppg sp) = 0, 


1 
pap 一 3 (2p9p) 一 plap + p3)P 一 0。 


因此 ，gp 一 0。 进而 pg 一 pg 十 gp 一 0. 
《2》 取 定义 41.10 中 的 a 为 peq， 4 为 gbp 即 得 证 ， 
(3) 设 Pab,g— bam ed,r = dc, 这 电 pqs7E PRY. 
依 (2) 可 设 ee pRg,，bE gqgRp，cE qRr,dt rRe， 诗 是 
(gedb) ogb ~ ob = pp, 
(dh)(ac) ~ dgqc dc 一 了 
即 p 信 +。 因 此 ,~ 是 等 价 关系 ， 
(4) 设 Gil 一 pi Vig; 一 giy DE PiRg, bE giRp;, i— 1, 
2。 于 是 由 pif; 一 90; 可见 obi 一 Bie 一 0,， 天 和 从 
而 
《er 十 Ga 并 中 十 a) py py Ch BT 9) — ?1 9:， 
好 《六 十 名 全 《 生 十 >。 证 毕 ， 


ub | 
命题 41.12 设 p, gE Pi(R), MA(R) ~ 人 {( je b, 
/10 
dé R} ( 它 自然 地 也 成 为 有 单位 元 (，，) 一 181 的 环 
C1) p~ | 当 有 是 局 当 ， Pp~ ys (1—7)~(l— 9), 替 别 | ， 
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C2》 如果 ~ 9， 则 在 PKMKCR))》 中 ， 
PPO ~ 9 中 0. 

证 (1) 设 有 #E 1， 便 得 apt 一 和 当然 也 有 以 1 一 
Pi l= g, 令 a py, b= np, Ml ad = Pp, ba = 9， EB 
Pg 再 命 一 (1 一 让 一 1 一 网 ab 1 一 
py bea—l—9 (lp)~ (9). 

有 反之 流 PP 和 ~ gq， (1 一 Pv《1 一 9) 令 

ab—p, ba— gg ab —l—p,. ta—l— gs 
着 把 
aE pRe, bE gRp, a EC ~— PIRCL — 4), 
b€ (1 Ri —?), 
于 是 令 一 za 十 4， 则 bo 一 5 十 乡 ， 并且 
v ip (b+ op tat a) = ba 9, 
Bh P~g. 
(C2) 设 6 一 户 bom gg, at pRo, bE 9gRp, 令 


( a 7 ) 
[i » 
1 一 交 站 


证 举 ， 
定义 4.1.13 设 R 是 有 单位 元 1 的 环 , 对 任何 的 正 整 数 证 

MR) = {larericn los EE Rl ii 4}, 

刚 MAR》 可 以 自然 地 成 为 有 单位 元 1 一 1 四 "…: 鲜 1 的 环 。 记 

MR) 中 区 等 元 的 全 体 为 P,CR)。 显 然 如 果 pe 了 P.CR), ? 的 

一 阶 零 扩张 PD0E Ptt 怀 )， 福 这 样 的 村 区 下 ,可 以 证 为 
PORYIC > 已 人民 CC 

并 记 


Cd 


PCR)Y 一 人 PR). 


划一 


1 


艾 记 环 三 (RY) 的 下 逆 元 全 代沟 (CR) 1 一 GL.(R).。 如 果 
#E GLCR)， 它 的 一 阶 1 扩张 wn 甸 l1€ CELe《R)。 在 这 样 的 意义 
干 , 司 以 认为 
GLAAR)CO yO GL RI) > ., 
并 记 
GLCR) 一 U GLCRY, 


定义 4.1.14 在 PCR) 中 引入 等 价 关系 ~ PpP~9 指 有 #€ 
GLLR)， 使 得 wpu 一 9g， 确切 地 说 , 若 PE PHAR), g€ PCR)，, 
则 有 吉 守 nn 及 与 nt GL,CR)， 使 得 

ut PD 一 JDO + 

换言之 , p， 9 有 相似 的 零 扩 张 . 

依 命 题 4.1.12， 如 PE PR),， gE PAR),， 则 Pp~ gq， 当 且 
仅 当 ,在 在 m 宏 n 及 名 ,使 得 

《2 申 0。 >) ~ (gDOn1). 

命题 41.15 在 PCR)/ ~ 中 可 以 定 关 加 法 

B+ 9g (pg) Vi, 4€ PCR)/ ~, 
依 此 ，P(CRDI 一 是 交换 半 群 。 此 外 ,加 法 也 可 以 写成 

B+ gm (p+ ag), 

这 里 Pp EP, gqg €9, 并 且 产 1 9 

证 首先 证 曲 如 果 p~ ,9 ~ 见 9 下 ”一 四， 依 ~ 
的 定义 ,将 有 az we GLCR)，。 使 得 

upPPOW 一 p DO, vgBINY! = gD. 
因此 ， 
(xDrNApPEIDIENaD) = (PDIDeg DN), 

窒 然 

ppIDaDt ~ BID0, ? DIDY DY ~ BY D0, 
从 而 (PDB9) ~ (FBq),. 

对 任意 的 p，9 & P(R)， 显 然 《Pq9) ~ (q9BP)， 内 此 ， 

B+ 9+$, 
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8 《PCR 一 ,十 ) 蓄 交换 半 税 . 
此 处， 如果 p E88， gg€8， PLg， 自然 (PP 十 9g9)€ POR), 


1 一 9 了 
， 好 -一 ): 
Ri, 2 一 了 1 up Dg = CF + gq DI M 
(Pp + gq) ~ (pODa), 


令 


由 此 ， 
Bt" Dr (rr +o), 
证 举 ， 
定 尽 4116 设 R 是 有 单位 元 1 的 环 ; 记 态 (R) 为 有 限 生成 
的 投影 右 《KR-) 模 的 全 体 ， 以 { 楼 ) 同 构 兰 作为 等 价 关 系 。 以 直 
和 和 售 作 为 如 法 ,显然 ， (多 (R)/ 洋 ,人 B) 也 是 交换 半 群 。 
下 面 我 们 来 指出 ,交换 半 群 CP{RJ7 ~ 十) 与 (多 (Rf/ 尘 , 引 ) 
古 同 构 的 ， 
对 任何 的 PE BP(R)， 依 系 4.1.7， 将 有 0Q€ BCR)】 及 正 整 
数 &， 使 得 了 BQ 衬 RL， 设 人 是 (P 旬 0) 到 Rt 上 的 寞 癌 构 ， 
于 是 
Rt BOCP)IDBPOY. 
相应 决定 R* 到 @(P) 上 的 投影 且 象 p。 由 于 BCP》 是 右 模 ， 
因此 之 是 ( 模 ) 同 态 。 从 而 
0 


p 


al : 
由 : : 
-站 weor weiE 民 1 1 这 里 ei 一 | 1 | 一 i 
r= 
0 


2 
记 


Pi 
| ， } 这 里 Pine R, 1 1 ?1 寺 衣 
Pai 


* 站 于 出 让 


则 


上 
a \ b2 Pai a 
六 : 1 = | ， 二 人 : | 
aal DB Pi 他 
dm 1 


因为 严 一 P， 因 此 ，(p;) 是 MxkR2 中 的 医 等 元 . 这样 对 于 
PE (CR)， 进 过 上 人 询 的 过 程 , 可 以 作出 Pe PCR2 与 之 对 应 ， 
今 设 P，P'€ PC(R), & 是 了 P 到 P” 上 的 ( 模 ) 同 构 . 同样 有 

QQ， E€ BCR)， 正 整 狼 有 下， 了 及 

J: PDOS RI, 0 POO = Rt. 
于 是 

Ri pCPIBPO), R= OCPYIDP(O), 

相应 决定 pb， 了 < PLR)， 使 得 

p: Rip(P), p: RE> DP). 


洲 彤 分 解 
Ritt oa (了 ) 四 DO)GOP 和 DC 小 
令 
OG 0 一 Go 
0 1 0 0 
如 “一 时 
x 心 号 
0 0 0 1 


刚 # 是 Rt 的 ( 模 ) 自 同 构 。 于 是 可 写 # 一 (mw) EGLaACR)， 
并 且 
wu ODP nob, 5) 

au (ODP Ka a),b, oa),b) 

= (O00 rod,0) = (C0,0,0,0) 

一 【PP 四 DCg bo ,0 ), 
Vae COP), BEDION, gE DAPY, bE DIO 因此, 

# 0DP Ou = (PBOL), 


ss 到 


剧 和 在 PCR》 中 ,po~ pp. 

这 样 ,不 仪 说 胡 , 前 面 由 PE BC(R) 决定 peE PCR) 的 过 程 
将 与 中 ,外 的 选择 无 关 ( 在 PC(R) 中 的 ~~ 意 义 下 ); 而 且 也 说 明 , 如 
果 卫 衬 P', 则 有 ~ 产 ， 从 而 我 们 可 以 建立 贞 象 

CP B: BR) SE > POR) ~ 
这 里 《<P 了》 表示 P(E 扣 (R)) 的 ( 模 ) 同 构 类 ,表示 六 EPCR)) 
的 黎 价 类 。， 显 然 ， 这 个 上映 象 是 (交换 平 群 之 间 的 ) 疝 态 。 对 任何 的 
PE PICR), 令 PP 一 pRi， 则 Pe BCR)， 洒 且 <P》 决定 因 
此 ,这 个 映 象 也 是 满 的 。 最 后 , 如 果 p: Rt 一 (CP), p': Rt 一 
和 《PP )》 如 前 ;并且 p~~ 户 ， 即 有 we GL(R)， 使 得 
nu C0 oF pu = pDO, 
期 
BP)— (POOORUE oe iC0DP WRItt = yOCP). 
于 是 , w: @(P) 一 8CP') 是 ( 模 ) 辣 移 , 即 PP'， 从而, 《P=>8 
的 鼎 象 也是 一 一 的 。 总 之 ,有 

命题 41.17 设 下 是 有 单位 元 欧 环 , 则 交换 半 群 PCR)/ ~ 与 

(RS 是 同 构 的 ， 


1.4 范畴 与 函 子 


定义 4.1.18 范畴 C 由 “事物 ”的 集合 Ope 与 每 两 个 事物 
4，BEOpc 之 问 " 射 "的 集合 Hom( 4, 8) 所 组 成 ， 并 且 在 射 之 
间 有 "复合 ”° 的 运算 ; 

《> 8) —* fog:Hom(t A,B» X Hom(B,C)— Hom(A,C) 
满足 结合 律 (jo8)oh 一 fo( go&)， 并 有 旧 对 每 个 事物 4， 有 “单位 
财 ”14€ Hom( 4,A)， 合 得 

人 一 了 ， viE Hom(A,B8), 
lao8 一 8 YEE Hom(B, A), 
YA, Be OPe, 

范畴 例子 晴 处 引见 ,例如 群 与 群 的 同 访 , 环 与 环 的 同 杰 , 模 与 

模 的 同 访 等 等 ， 


"ll: 


定义 4119 设 C， 0 是 范 旺 ，PR: CC 一 CC 称 为 ( 协 变 ) 枉 
子 , 指 对 VA， BEDbe 划 fe Hom(Ad,B), 有 FA, FBE OBC 
上 FjE Hom(FA,;,FB)， 使 得 

Flgof) = FgoFf, F(A)— le4, 
Vie Hom( /A,B), ge Hom( B,C), 

设 Bi: (一 CC 是 疝 子 ,1 一 11,2， 恋 挽 中 : 也; 一 瑟 : 称 为 自 
然 的 , 指 对 C 的 任何 事物 4, 有 和 对 p(tA)E Hom( P(A), PAAD))， 
使 得 对 C 中 任意 的 了 : 4 一 B， 有 交换 图 


FCAY SR FicB) 
eC4)| | em 


FAY A pcB)y 


关于 范畴 与 务 子 ,我 们 不 氢 多 加 笔墨 ,估计 读者 已 经 熟悉 : 或 
可 查阅 有 关 书 籍 ， 


$15 环 的 天 ， 函 耶 


定义 4.1.20 设 卫 是 有 单位 元 1 的 环 , 记 交 换 半 群 PCRY/ ~ 
或 训 (RR)! 尘 的 泛 群 汐 KR)《 见 定义 4.1.8), 

命题 4.1.21 记 冯 在 KKR) 中 的 闫 镶 为 [p], <P》 在 KCR) 
中 的 映 象 为 I[P],，Ypé P(R), PEé BCR). 

(C1) KARY= {7] — [glilp,g € PCR)} 

一 {ipl [i]ipe PCR),n —= 0,.1,.**}, 
或 者 

KAR})— {iPI—[0lP,0€ PUR)} 

一 1[P]1 一 [RiPEe SR 一 01， }, 

(2) 设 Pp gy 了 gEPCRY， 则 在 KAR) 中 , [pl] 一 [gq] 一 
[P11 一 [gl]， 当 且 仅 当 ,， 看 在 r& PCR)， 使 得 在 PCR》 中， 
(pF 全 ?) ~ (FF 号 qgBr》，。 此 外 ,这 个 ?可 以 取 作 1, 的 形式 。 

设 P,Q0,P, 0 € RR), 则 在 KAR) 中 ，fP1 一 [9] 一 
[P] 一 [8]， 当 且 仅 当 ， 存 在 Se 2(R)， 便 得 在 到 CR) 中 ， 


LU 


PBO'DS PBIBS. EE 外 ,这 个 5 可 以 到 作 R* 的 形式 . 

C3) 设 p，g€ PCR)， 则 在 KAR) 中 ，[p] 一 [9]， 当 是 羽 
当 :存在 *E PCLR)， 使 得 在 PLR) 中 ，p 甸 7 ~ 3 四 r， 此 外 ， 这 
个 rf 可 以 取 作 1, 的 形式 ; 

设 了 P,， QE€ PLR)。 则 在 六 KRD) 中，[Pj 一 [8]， 当 且 仅 涩 ， 
存在 SE 玉 (R)， 使 得 在 训 (R)》 中 ，P 了 人 BS 衬 0 国 5。 此 外 ， 这 
个 5 可 以 取 作 RR 的 形式 ， 

证 《12 依 命题 4.1.9, 可 用 

KAR {Pl — [gl]|lt,ge PCR)Y, 
此 秆 如 gE€ PC 民 R》， 则 
[pl ~[sl=[p]+[i,— 4i— (lel + [1 — 9]) 
一 [PE — 9)1 — [1,], 
因 起 ，KA(R) 一 {IP] 一 [lsj|pé PCR),n}。 基于 名 (CR) 的 结 
论 同 江 之 ， 

(2) 依 江 和 群 的 构造 ，[P] 一 [gj 一 fF] 一 [gq]， 当 且 仪 当 ， 
在 PCR)/ ~ X PCR)/ ~ 中 (5,83) 与 (8 了》 是 等 价 的 ，、 即 存 
在 r€ P(R)， 使 得 在 PLR)/~ 中 

TT 二 f= 十 本 十 了 ， 
也 就 是 在 PCR》 中 ,，(pD9g 儿 ?7) ~ (PP' 加 qr)， 关 于 更 (BR) 的 
结论 疝 让 之 。 

《32) 租 (2) 立 岂 。 证 毕 . 

命题 4.1.22 天 是 范 咕 “有 单位 元 的 环 与 保持 单位 元 的 环 同 
态 " 到 “交换 群 与 群 同 态 " 的 协 变 函 子 。 

证 设 gp: 玉 一 民 环 同 态 且 保持 单位 元 。 于 是 如 果 pt 
PCRD， 则 pp) EE PCR,)。， 此 外 , 电 于 外 保持 单位 元 ,因此 ， 如果 
Pp~9 于 PCR 中 ， 则 gtp) ~ ptqg) 于 PCR 中， 从 而 ,我 
们 可 以 定 浆 辐 态 PD*: Ko RI) — Kol R;), Psp DD = Ty (Cp)), 
YPE PR 至 于 K。 作为 冰 子 多 其 它 性 质 是 易 风 的。 证 毕 ，。 

例 RR 一 F 是 域 ,RR 模 即 上 的 线性 空间 ( 必 是 由 模 , 从 而 
古 投 影 的 )。 于 是 ,了 有 限 生 成 的 投影 模 就 是 上 的 有 限 维 线性 


a 163. 


空间 ， 由 此 易 见 ，[ 了 1 一 dimP 实现 KF)》 到 世上 的 同 构 。 内 
此 ，、K 以 KR》 是 通常 线 狂 空间 维 数 的 推广 
注 本 节 内 容 可 参见 [263,[421,[571,[6]， 


$2 孙子 R 


设 扫 是 有 单位 元 5 的 Banach 代数 ,对 任何 正 整数 zz，M (4) 
中 的 每 个 苑 可 以 看 成 是 Banach 空间 A*((a,:…, 9, 定 必 为 
max asl》 中 的 有 界线 性 第 子 , 因 此 ，M ,CA) 也 是 有 单位 元 es 一 
sD … Be 的 Banach 代数 。 这样 P.CA) 中 便 有 了 拓 扯 ， 王 是 
我 们 引信 

定义 42.1 PE Pd 称 为 同 伦 的 ,， 指 存 在 [0, 1] 在 
Pi 中 的 连续 肢 褒 p.，, 使 得 py 一 p, Pi 一 9。 这 时 i ~ 4. 

命题 4.2.2 (1) 如 采 Pg 于 (A) 中 , 则 存在 [0,1] 到 
MAAY := GLCA) 中 胡 连 竺 号 象 #,， 合 得 声 一 ee Hr PH — 
pr， YE 10,1]， 这 里 pp。 是 [111 到 PP,(4) 的 过 续 觅 莹 ,使 得 
pp, 和 一 了 特 列 可 则 ， P~ 3 

C2) 加 果 在 P(A) 中 ， PY 4: 则 在 Pl dA) 中 ， 

疡 四 0 ~ sD0. 


证 《1 设 2, 是 [0,1] 到 PAA》 中 的 秋 线 映 象 ,使 得 pi 二 
P， Pi 一 43。 有 取 稼 数 天 ， 使 得 
12 — eall SEK, Yi, 
并 取 分 出 0 一 和 到 下 < 扫 去 吉 一 1 使 每 
:pp—pl< Ki, 
YE 同一 个 [#s#nl) 0 所 2 和 术 一 1 令 
vs = {2p — ee 并 2p — ca) + cns 


业 


-1lé4. 


当 < 三 < 84 时， 
fes — wil — > jze。 一 wl 


"一 2 ps 一 ea) ps ~ pe 1 
因此 ， wiE MeatA) 
我 们 记 


l 
Wr 2 [2p 一 En 六 了 六 本 en) 二 ej 1 所 1 所 i, 


当 0 二 所 1 地 了 肝 , 令 
(2pe, Ea) C2p, 如 十 Cn 


He TT i = 2 Se We 
当 1 时 , 令 
(2p, 加 cee)t2p, YT en) 十 Ca 
We Wiee TT fe :WT Wt 
当 fn 一 1 时 , 令 
Wr f° 1 
2 一 一 二 
一 


2 


HW 三 Hil =~= Sp 呈 "i 


因此 ,wx. 是 [0,1] 到 M,(A7 的 连续 映 旬 ,并 目 内 一 e。 

窜 复 直接 验证 Pibe ™™ Pps Pree tprs Ep wr pastt, ™ pry 
一 于 是 当 fi 0-- 光一 1， 
i 时， 

Wr pu 一 WF "np Wi 
一 www Pa tw 
wi peo ™™ Pr, 
从 各， 后 人 0 志 +1 亏 1} 满足 要 求 ，, 
42) 设 ze M,CA) !， 使得 wpw 1 一 gqg。 令 


二 


， 信和 从 人 ; t 一 上 WSIIL —t 
一 
) es 
By Slim 一 - + esCOs —F 
i 0 Cn COs 一 Pn gj 也 -一 中 
. ( ) ,0 
此 
二 一 Sn 一 encOs 一 -中 


gpg D0 一 9 和 0， 妈 庆生 0 富 4 中 0。 证 出 ， 


注 依 8 1 及 本 命题 可 见 ， 在 P(A》 中 p ~ q， 当 且 仪 当 ， 
适当 的 零 扩 张 后 ，(8 鲜 0) 49 四 0)， 或 者 〈p 申 0) 人 《9 中 6)， 


或 者 (p@0) ~ 《90)， 


现在 定 尽 六 CA》 加 定居 4.1.20,; 于 是 命题 4.1.21 及 4.1.22 对 
好 问 样 成 立 , 并 且 还 有 

命题 4.2.3 KK 是 同 伦 个 变 的 ,了 出 如果 

PG: A B, 

这 里 4, 8 是 有 单位 元 的 Banach 代数 ，qp 之 由 意味 着 对 每 个 
IE [0,1]。 有 有 4 到 3 保持 单位 元 的 (代数 ) 同 态 wy， 使 得 ww 一 9， 
ww 一 由， 并且 对 于 任何 的 ee 4，wla)》 是 10,1 汉 中 的 连续 网 
旬 ,网 pe = pe: KA A) Kt B). 

证 ”对 任何 的 PE PCA)， 通 过 {wp) 可 见 , 在 PLB8) 中 ， 
(7) ~ 由 (和 因此 ,在 PLB)》 中 ,Pp(8) ~ 由 tp)， 从 而 ， 


Pap = [pp = [Hp] = peltpl). 
BR p= pe: Kd) KB 证 毕 , 


时 和 在 看 


现在 设 4 是 Banach 代数 ,并 不 假定 它 有 单位 元 ,我 们 及 定 义 

它 的 Ko 疯 于 、 令 

At== AFC, x: A C, kerr ~ AA, 
A+ 与 C 都 是 有 单位 元 的 Banach 人 代数, 并且 是 同 术 ,因此 我 们 
可 以 作 

定义 42.4 度 (4) 一 kerz+， 这 里 zx: KA AT) = Ko(C), 
此 外 ,$1 来 已 指出 KC 兰 工 

命题 425 设 4 是 Banach 代数 , 则 

C1) 入 KK4》 是 这 样 形式 元 的 全 体 : 

[人 十 1i7}] 一 [Cg 十 Pt 
这 里 pi A CG, Cp -FA 及 《9 十 Wh) € 
PCA+)， 并 且 rankCai) 一 Tankfpair (这 时 必然 有 (42 及 
(putDe PCC))。 当然 并 A)》 述 可 以 写成 如 下 形式 元 的 全 体 : 
[Opi + 4727] — C1.], 
这 里 pi € A,， hy EC Cpa t+ hj) EE PCA'), CHE n= rank(ti), 
#0 ， 

(2) KC At) s KA AIDKAO); 

C3) 如果 4 本 身 柜 有 单位 元 的 ， 则 KA) 衬 尼 必 A)《 因 此， 
KK。 是 K。 的 拓 广 ); 

(4) 天 。 是 范本 “Banach 代数 与 代数 癌 态 "到 范畴 "交换 群 与 
群 骨 态 " 的 函 子 ; 

《5) KK。 是 同 伦 不 变 的 。 如 果 

po: A~* B, 
这 里 4, 8 是 Banach 代数 ，9 二 由 意味 着， 对 每 个 + E140,1]， 
有 -4 到 吾 的 同 态 如， 使 得 wo 一， 一 上， 并 且 对 于 任何 的 
sk 4，w(a) 是 [0:1] 到 了 的 连续 映 象 , 网 os 一 四 #*， 

证 《1) 依 命题 4.1.21 及 RCA) 的 定义 ， 只 须 注 意 这 样 的 
事实 : 知 是 -一 Ca), 人 Cet) E PCC), 则 在 KCC) 中 ， [4]= 
[i]， 涩 匡 仅 当 ，ranh4 一 rankws。 但 这 个 事实 可 由 命题 41.21 的 
《3 这 册 。 
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2) 记 1 CCc >4+， 诱 导 同 态 ix: KoC) 一 KA1》。 注 
春 ro 一 i4， 因 此 xy?is 是 KOC) 中 的 恒 等 映 人 象 ， 特别 i 是 
一 一 的 。 又 由 wxoin = 14， 及 KA) 一 kerrsy 可 见 iyKoCC)N 
六 (4 一 {0}。 此 和 外, 尾 意 的 + EK A+) 过 写成 
ET iT) 
从 而 
KAt) — RCA Dir KAC) KADKAT). 
《3) 设 A4 有 单位 元 e, 则 . 4+ 一 4 级 C(l 一 ce)， 依 Ks 的 定 
灸 易 见 
RAT) 一 Ko 四 ECGK1 — ee)). 
记 和 fy 一 rt 一 oe，Yx EAT， 由 于 1%-> 10 一 是 已 到 
C1 一 *)》 的 同 构 ,从 而 
CA) 一 kerzg SE kerpr = Kl A). 
《4)》 没 了 是 Banach 代数 4 到 8 移 同 态 ， 它 可 自然 地 扩张 为 
pp+，9+ 将 是 4+ 判 B+ 保持 单位 元 的 同 态 。 我们 将 有 交换 图 


和 


+ mT B+ 
~ A 
XA yy 

心 
从 而 


中 
KtAt) 一 一 FB+) 


LT A 
KC) 


因此 ，、qp#kers gxCkerxax。 从 而 可 以 得 到 同 坊 
Py “ Tilkern axw: KA) KC BY), 
(5) 如 时 中 全 由 : 4 一 下， 则 有 交换 图 


十 二 
4+ p+ 


~ A 
TA TB 
心 


依 命 题 4.2.3, Pi 一 EP 国 此 ， 
Pa = PP#lkerzar — 由 上 | er qx 到 Dye 


中 站 丰 吕 全 


证 毕 ， 

引 理 二 2.6 设 4 是 有 单位 元 的 Banach 代数 ,# 是 正 整 数 ， 
#ECGLCA), 则 (Cw 国 wD 站 EGLICA), 这 里 GLC 人 是 GL(A) 
的 主 分 量 。 

我 们 还 有 遂 一 般 药 结果 ( 隐 引 理 4.3.4》， 由 于 下 面 引 用 时 并 不 
发 生 逻 辑 循环 ,因此 不 予 证 明 本 了 引 理 。 

定理 4.2.7 设 4 是 Banach 代数 , J 是 4 的 闭 双 出 理想 ， 则 
我 们 有 正 合 列 

KR) > RCA) 一 > KCAL DD, 
则 Imiw 一 kerxs， 这 里 1j: Jc-yA 是 氢 人 上 映 象 ，x: 4 一 AJ 


是 产 映 象 (自然 1 一 > 4 一 > 417 是 正 合 的 )。 
证 由 于 xzo 一 0, 因此 ,so 一 0， 即 说 明 linis 一 kerms， 
今 设 一 [p] 一 [1,1 ERAAYCKCA+)， 其 中 p 一 Cp; 十 
jE PCAT), pi€E A，1j tC， 依 命 是 4.2,5，rank(Xj) 一 ， 如 
杂 在 KAI1DCC KA(A+17)) 中 
0= xe = [zp] — [1.], 
这 里 zt， AY 一 ATJ (注意 这 里 是 4 到 AjJ 的 商 鼎 象 ,不 要 
与 定 交 4.2.4 四 的 x: 对 一 已 相 混 消 ), 依 命题 4.1.21, 将 有 正 整 
数 玉 及 w EGLCLA*14)， 使 得 
D1 = lett B00, 
必要 时 代 以 # 汐 wx 外 #1!， 依 引 开 4.2.6,， 可 以 假定 wx€EGLEA+IJ 
人 站， 于 是 依 定 理 1.3.7, 可 以 写 
#=— xty, 夸 v EGLCATY, 
由 此 
“top 一 人 
这 里 种 一 p 轴 玫 币 0，9 一 1 中 00。 自然 
c= {pl {og [opt 一 [9]。 
又 rpb 引 一 引 是 数值 趾 阵 ,这 说 明 可 以 写 
vpw "= (ps 二 


直下 本 束 志 


这 里 pi € J，21EOC， 由 于 ER 人，yJC4， 依 命 茵 42.5， 
Tankt ai = TanKeI = 在- 十 天 
再 依 命题 4.2.5 可 见 
[vpv let 一 [9]v+ € RA, 
这 里 [ J]s+ 表 示 KlJ*) 中 的 元 ,并 且 
sepe Tr 一 [+ 和 一 [ep 一] 一 [9 一 
队 而 kerza Clmis, kerrs = lmix, 证 毕 ， 
下 商讨 论 几 个 总 的 例子 。 
(1) 本 章 $ 1 玉 已 指出 KC) 尝 Z， 声 在 用 Banach 代数 的 
对 正 连 数 mn， 村 ,CC》 可 春 作 *# 维 Hilbert 空间 巡 。 中 有 
界线 性 算 子 的 全 体 。 显然 ， 对 于 p，9 《P(tC), pp ~ 9， 当 且 从 
当 ，dimp2z .一 dimg* 娆 ,。 由 此 
《PC 一 十 ) OZ EO) 宕 也 
如 果 忆 和 换 玉 好， 人 (2 x 2 复 知 阵 代数 ), 同 样 可 证 明 ， 
(MT 2, 
(2) 设 是 可 数 无 沥 维和 的 Hilbert 空 订 ， BC 如 是 六 
中 有 界线 性 算 子 的 全 体 ， 注 意 
MB )) — BC '™), 
这 里 如 四 一 如 人 儿 … 儿 如 (x 个 ), 因 此 ,对 于 p99 €PA(B( 巡 )), 
PpP ~ 9， 当 日 仅 当 ，dimp 絮 9 一 dim9yE 中， 从 而 
(POCBOBE NI ~ ,+) Zr Ut{1}, 
再 由 命题 4.1.9 下 面 的 注 , 可 风 
KA(BOEE)) = 0}. 
《3) 设 有 A 是 cg- 有 限 的 10 型 因子 (《 见 [38])， 我 们 可 以 证 明 
KA) 兰 民 ;而 若 4 是 了 有 限 的 1s 或 U1 型 因子 ,出 
Kt A) 一 {0}, 
C4) 如 果 A4 是 CAF》 代数 ， 则 只 ,C4) 就 是 4 的 维 数 群 ( 见 
L381), 
《5) 设 多 是 可 数 无 穷 维 的 Hilbert 空间 ，C( 九 ) 是 多 


区 


中 紧 算 子 的 全 体 ， 我 们 可 以 证 明 
RACCEE)) so Z, 


$3. 王子 下 


设 4 是 有 单位 元 的 Banach 代数 ， 对 任何 正 整数 ww 5 2 的 
开始 书 经 指出 ， 好 (4 二 有 单位 元 e。 的 Banach 羽 数 。 于 是 ， 
GLA(AA) = M,(4)” 是 拓扑 群 , 它 的 主 分 晤 CLAN 是 果 闭 允 
开 的 正规 子 群 。 令 

LAA) = GLAANGL CA), 
衣 击 拓 朴 ， 工 :( .47 是 离散 群 (定理 1.3.5)。 
现在 考 蕊 GLs(C2 中 的 三 种 大 本息 阵 : 


(1) i 
0 


站 ECLHO), Ye EC\{0}, 
1 


| 1 
0 …， 
事实 上 ,可 取 一 条 路 径 连 楼 e 与 1, 而 使 此 路 径 不 通过 0 点 。 即 可 


见 这 矩阵 E CELICC7; 
(C2) 1 


GLICCY, 


事实 上 


= 1 


1 
Sin 一 -z Cos 一 
1) 0) kD, (1)S( 


连接 ,区 此 记 讨 论 的 皂 阵 € GLiCC); 


和 ms 


C3) 若 ji 关 j, 记 e; 是 2X 的 年 阵 , 仅 在 (i, 方 处 阵 元 为 
1, 其 余 阵 元 为 0, 由 fl 二 tren10 近 1 所 1}CGLAC)， 可 见 


Clo tT eae) EGLICY, Yr€EC 了 了 


上 上 面 三 类 和 扼 阵 对 任意 鸣 《er)e MAA) 的 伍 用 如 下 ; 


1 


ki a (Cay) 使 得 《ey》 的 第 不行 乘 以 e 倍 ; 


1 
/1 
Ce)| | 使 得 (oy) 的 第 * 列 乘 以 a 倍 ; 
\ 
1 a 
-— 0 1 
1 ， 《ci 使 得 《cai 的 第 到 了 行 互 换 ; 
| 1 
1 mn 
0 1 -一 
(Cai;) , 机 , , 使 得 《ep 的 第 4 了 列 互 换 ; 
1 


当 了 关子 时 
《1。 士 Ge 上 ai 蚀 得 【eei 间 的 工 行 变 为 和 和 行 十 芭 了 行 有 
《qn)Cls 十 men) 使 得 (Caii) 的 了 上 列 变 为 上 列 十 和 了 于 列 )， 
给 此 可 用 

命题 4.3.1 没 A4 是 有 单位 元 的 Banach 代数 ,# 是 正 整 数 ， 
Xan) Ee GL,A4)， 则 在 下 列 运 算 下 ,并 不 改变 (g0) 在 L,(A) 一 
GLAA)GL:(A) 中 的 等 价 类 ; 

《1 (ai 的 某 行 或 其 列 狐 岗 at0) 信 ; 

2 区 换 《oi) 的 某 两 行 或 某 两 列 ; 

《3》 把 Co 站 的 某 行 ( 列 ) 的 0 倍加 到 (ew) 的 另 一 行 ( 列 ) 上 去 ， 

姑 4 和 32 IL,(C)》 是 平凡 的 , 即 GL(C) 一 GLCCY, Vas, 

证 对 任意 的 《aeGLekC)， 至 人 少 有 某 个 阵 元 ef 和 0. 
从 上 面 命题 ， 可 设 ou 一 1， 再 由 上 面 命题 ， 可 设 ou 一 an 一 0， 
2 1 同样 方法 用 于 《ewijzeiises '""， 态 可 得 证 ， 

设 4 是 有 单位 元 e 的 Banach 代数 ,在 $1 中 已 指出 , 在 1 扩 
张 之 下 ,可 以 认为 GILADC-yGLn(A4)。 叉 依 定理 1.3.7, 相应 
地 有 GEL LIc->CELSKLD 于 是 有 LL,(A) 呈 ryLon(A)。 这 
样 我 们 便 得 到 群 的 直接 系统 {L.A4)1n 一 1, 2,-…"}， 完 全 与 定 
义 3.6.2 让 同 ,可 以 取 它 的 直接 极限 . 

定义 433 设 4 是 有 单位 元 e 的 Banach 代数 , 令 

K(A) 一 lm L(A). 

引 强 #4.3.4 设 a 5EGLCA),， 则 abDe,， oP, bPDe, 
batPe。 在 Lia(4A) 中 有 相 后 的 等 价 类 ， 

证 ”由 改变 行 和 列 , 依 命题 4.3.1, 可见 (a 级 5) 与 (Ba) 在 
Pad 中 有 相向 的 等 价 类 。 进 而 

abDe, 一 【ae 人 es ~ CIPe (es BI) 
— oDb ~ bPDa 
— (BBe) (eBa) ~ (Pe aDe,) 
=——= pace,. 
是 和 


因此 ，a5e,，4 四 5，5 人 a，ba 中 es 在 了 (4 中 有 相间 ' 的 等 
价 类 。 证 毕 ， 
注 依 此 引 理 ,虽然 L.CA) 来 必 交 换 , 但 它 在 L。AD) 【《 卫 六 
2n) 中 的 正则 网 态 象 是 交换 的 ， 
命题 和 35 (1) 天 区 -0 是 这 换 群 ; 
(22 天 是 藻 肯 有 单位 元 的 Banach 代数 与 保持 单位 元 的 连 
续 同 态 " 到 "交换 若 与 同 态 "的 函 子 
《3) 子 子 处， 是 同 伦 不 变 的 , 即 若 
Tw; A— 8B, 
这 里 4,， 8B 是 有 单位 元 的 Banach 代数 ，9 一 和 普 味 着 对 每 个 
i€[0,1],。 有 4 到 8 保持 单位 元 的 连续 同 访 ww， 使 得 ww 一， 
0 一 由 并且 对 任何 的 eg 4，wLa》 是 [0,1] 到 占 的 连续 映 篆 ， 
WW gp 一 Sy: KCA)— KBY., 
证 《1) 由 引 理 4.3.4 及 其 注 立 风 。 
《2) 设 轩 是 4 到 吾 的 连续 同 态 ,并 保持 单位 元 ,自然 
PGL.CAICGL.(B), POLOAICGLICB), 
这 里 Ce 一 《ai))，YCai 站 EM 4， 并 且 有 交换 图 


GL (A) GL 
| ， | 
GL(A) 二 GL itd 


因此 有 交换 图 


1 


End 


中 证 了 于。 


取 直 接 极 限 , 伍 育 同 态 pa: 天 区 4 一 南 区 如 )， 医 此: 天 是 转 于 。 

(3》 对 三 何 的 eeEGzLdD)， 依 设 pte) 与 中) 属于 
GEo(B) 的 间 一 连通 分 量 ， 从 市 它们 在 L.(8) 中 有 相隔 的 等 价 
类 ，Wn。 由 比 立 网 px 一 区 +， 证 毕 ， 

现在 对 一 般 的 Banach 代数 4 并 不 息 定 它 有 单位 元 )， 来 定 
义 它 的 KK, 函 子 。 念 

A = ATiC, xw: At—> CO, kerx 一 A. 

从 和 有 局 态 zx: KA47) 一 (CO)。 依 系 3.2， KCY 是 平凡 
的 ;因此 ，Eerzx 一 天 人 <)。 

定义 4.3.6 设 A 是 Banach 代 狐 , 命 

KCA) 一 KCAT) 一 kergw. 

命题 4.3,7 (1) 如 朵 4 有 单位 元 e， 则 天 (4 一 玉 ,(A)《 央 
此 是 Ki 的 拓 广 ); 

(27》 六 ,是 范畴 “Banach 代数 与 连续 同 态 ”到 “交换 群 与 同 
态 的 函 子 ; 

《3) 天， 是 同 伦 不 变 的 , 即 藻 

TP: 4 8, 
这 里 4, B 是 Banach 代数 ，gqp 全 出 意味 着 对 每 个 :€ [10, 1]， 
有 4 到 吾 的 连续 同 态 w:， 使 得 ww 一 pm ,sw 一 贞 ， 并 且 对 任 总 
的 a € 有 4，w(a)》 是 10, 1 到 下 的 连续 映 象 ,出 
py+ 一 gr: RCA RCB). 
还 《由 入 一 二 下 CQ 一 +)， 易 见 
KiCAY 一 K(AD = KC(AIDKCCO 一 ¢)). 

但 KC 一 ee 尘 KCC) 是 平凡 的 , 因此 ， KL(A) 一 KCA). 

(2) 设 单 是 Banach 代数 4 到 了 的 连续 同 态 ， 于 是， + 是 
4 到 B+ 的 连续 同 祝 ,并且 保持 单位 元 ,从 而 有 同 楚 

部 本 一 名 区 KCAY 本 Ki(AT) Ed KC(B') RB)., 

(3) 和 如果 守 $A 一 B, 则 pt 之 +t， A+ 一 B+， 从 而 ， 
一 上。 证 毕 ， 

定理 4.3.8 设 4 是 Banach 代数 ,是 4 的 隔 双 侧 理 想 ， 则 


让。 


我 们 有 正 合 列 
KC > RC A) 一 -全 (4/77， 
间 ] imis 一 ker zn， 这 里 i: yc_ >4 是 共 人 上 爱 复 ,x: A 一 A1J 
巧 商 喘 象 ， 
证 ”由 于 of 一 0， 国 此 。raot = 二 0, 了 lmiy Ckerns. 
反之 设 u € RCA) 一 KKA'), 并 了 导 x 0, 依 直 接 极 限 
的 讨论 ( 匈 定 义 3.62》， 并 设 家 : LA1) 一 KCAT)， 于 是 将 有 
af GL.(A*) ( 茶 ws)， 使 得 
Wn = GIAT), 
并 且 xta te GLAA+t/J)。 于 是 可 写 
Toe m, 
这 里 cE MMAT1J)， 自 然 有 61 《M.A1)， 合 得 


人 nb,, ] 所 二。 


令 

d= ee ine a EGL CAT), 
则 zt 一 1， 这 说 朋 

deE(l,s + MAOIDNNGL, CAT)Y. 
同样 证 明 di E(tl, 十 M,CJDN 们 GLA7)， 因 此 

de GE CT+)， 
又 由 & 的 形式 , 4 与 # 属于 GLA(A+》 的 同一 连通 分 量 ， 因 此 它 
们 在 L,CA4+) 中 有 相同 的 等 价 关 ， 从 而 ，* 一 4n8 一 mod， 这 里 
一 4d，GLA+)。 如 果 记 
dd GM), ho: Lat’) > KOT), 
则 
# 一 jnf ed 一 js。 
因此 ，kerrxcCImiy，kerrx = lmiy, 证 毕 ， 
注 设 4 是 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 ,8 是 它 的 谱 空间 . 

在 第 三 章 47， 我 们 指 负 了 两 个 用 4 的 构造 来 刻 划 蝇 拓扑 的 结果 ， 
特别 ，4 1e” 涯 CCG) ec 【《 克 命 题 3.7.57 关 


了。 


(AD) LCCION. 

R，Arens 中 进一步 指出 : 在 Gelfand 变 模 下 ， 对 性 何 的 正 蒜 数 
n， 有 L.ACA) 衬 L,(C(9Q))。， 如 果 取 直接 极 电 ， 将 有 天 4) 圣 
KCCCQO))。 这样 便 鸽 得 Banach 代数 理论 与 下 理论 发 生 了 联系 . 

下 面 讨 论 几 个 天 的 例 于 。 

1) 襄 4 是 von Neumann 代数 , 依 谱 分 解 理论 ,其 西元 群 是 
桩 通 的 ,因此 ，K,(A) 一 10 上 | 

(2) 如 果 4 是 《48F》 代数 ,与 (1), 让 泌 , 可 证 六 ,( 人 一 人 0})， 

(3) 设 T 是 单位 圆周 ， 考 虚 到 函数 绕 0 点 的 圈 数 ， 可 以 证 明 
KCOT)) 2 2, 


$4 K, 与 有 K, 之 同 的 关系 


首先 设 4 有 单位 元 * 的 Banach 代数 ,J 是 4 的 闲 双 侧 理 想 ， 
x: A— AlT. 

对 a EGLICA1J)， 我 们 可 选 # 之 上 及 bE GCL._itA1, 使 
得 a 中 5 EGLICA1T) ( 依 引 理 4.3.4, 例 取 # 一 2%, 5 一 491) 于 
是 有 nw《GL,(A)，。 使 得 xn 一 4 人 B5&， 青 命 

4 — Ds P= wa 
由 于 rp 一 了 ，kefrz 一 J 可见 p&EPA(I+t), 这 里 1+ 一 JCe， 
若 令 pp: 了 + 一 Ce， 则 
pal[lp] 一 [eil}— [pip2] 一 [esi] 
= [xtp)] 一 [er] 一 0， 

即 《[p] 一 [et])e kerpx 一 KCJT)。 这 样 我 们 就 从 eeGEH -4 
力 得 到 了 ([p] 一 [ex]) € 人 (7)。 

为 了 定 尽 这 个 肌 象 

6: LAAID = RAT), HCI) = [pl 一 [ei]， 

我 们 必须 证 明 [zp] 的 定义 不 农 赖 于 5, x 的 选择 ,也 不 依赖 于 ef 
#0， GILHAIJ) 的 选择 。 


"= E71» 


设 a € GLAA1T)， 它 与 6 在 LAI 中 届 于 同一 等 价 类 , 
我 们 一 样 可 取 EGLIL,_i(41I)， 使 得 (a 匆 六 )E GLWA1J) (这 
个 # 可 取得 与 5 的 一 和 样 ， 咨 则 作 平 几 的 扩张 赚 可 》)。 进而 有 zx 
GL A)， 使 得 mx 一 人 加， 注意 
CarPCaBD = Db hp EG AIT), 
并 且 owEGDIAJD， 因 此 ，(14 斩 2)ECLMAIT) 或 
《1i 拆 5) 与 【由 全 在 上 .C41J) 中 属于 司 一 等 价 类 ，。 代 兰 上， 
5 Ci) ,L1158) 《并 不 影响 我 们 最 终 和 的 定义 )， 可 以 假定 
bb weaoL' AA 
现 命 p' 一 wgqw“'， 与 将 面 一 样 ，pE 了 .J+)， 我 们 需要 证 
明 在 KIT 中，[P] 一 [ 基 ]。 由 此 好 更 [91 的 定义 不 依赖 于 48， 
# 及 40 € 8 的 选择 (也 与 # 无 关 )， 
事实 上 ,可 以 取 gE GLi(CA),， hE GL Ltd， 使 得 x(g) 一 
a ia, rh eb, Iw DIE GLCAY, 
Ww ) Ca Db) TaPBE Ba DBE) = 1,, 
因此 ,ww EGLAJT)， 由 于 Pp 一 wWqw 0 站 一 2 ， 四 此 ， 
一 u(g Dh !) ge Dh 
mm 
即 在 PL》 中 ,上 与 六 相似 ;从 而 Ip] 一 [Pp] 于 Ke) 由。 
综 上 所 述 ,对 2€ LA1 了 7D， 我们 可 以 定义 
da — [p] 一 [exl € CI), 
这 里 p 一 a(ex 吕 0204 '，w€GLAA)， 并 且 
x oD EGINAAI TY, BEGL, A AID., athi, 
如 果 羡 作 平 凡 扩 张 , 即 CsB17 一 Ba) ELin(4/17), 则 
le Da) = 1 PaDe. 
spp = (emDeDaNe Da, 
(0B1)) = (1B ) = [eBp] 一 [et 
王 [pl] 一 - [ex]， 
汪 此 有 交换 图 


* LB* 


- 机 Ry 
Fn Ko) 


| ; 
Ld i 
从 而 可 定义 
Be: KC A/T) > RA), 
这 个 5 是 同 态 。 事 实 上 ,对 尾 意 的 a € GLiCA1 了 站， 和 如 上 相应 有 
Bb, wi Pl, i 1,2， 人 本 是 
下 主力 抽 一 机 全 如 国政 Db), 
这 里 1 是 数值 扰 阵 。 由 此 
a) = oaDLD DY = HAPDe) ) 
= [AM en DO a Cw Du — {esl 
一 [Cu De) Da Cn Da Oo— [et] 
= [DP — Le [ej Ca) + HLH). 
一 般 地 不 假定 4 有 单位 元 ,由 于 (41)!' 一 4+1J4, 于 是 ， 
CAID = KATIID,. 
命题 4.4.1 设 4 是 Banach 代数 ,J 是 4 的 闭 双 侧 理 想 ， 将 
有 连接 辣 访 
Sy : RCAI DD > RY), 
如 果 BE LEAD 在 展 (AjJ) 型 尺 (A111) 中 相应 的 元 记 作 
[La]， 则 SaC [a]) 一 [p] 一 [1;1， 这 明了 一 a lO rN, HE 
GL AAA) ,rue Db, bEGL, LAATIT), a€h, 
注 ”这 个 ss 也 称 为 指标 映 象 。 考 虑 这 样 的 特殊 情形 。 设 多 
是 Hilbert 空间 ， 下 多 ) 一 4 是 铬 中 有 界线 性 算 子 的 全 体 ， 
了 一 5 区) 是 妓 " 中 全 连续 线性 算 子 的 人 全体， 如 果 a 是 妇 中 
的 Fredholm 算 子 , 取 儿 中 的 部 份 等 距 算 -ff y， 使 得 indexa=- 
indexy。 于 是 4 与 属于 GEL 的 营 一 和 连 退 分 扰 ， 且 2 蚌 


179 


4A1J 的 画 元 ， 令 


( y 人 
一 yy po 


是 多 筷 久 ”让 的 西 算 子 , 且 xi 一 2 四 家 定义 将 有 
ExtLa)) 一 6tf[2]7) ~ FI 纪 0232] 一 [中 0] 
-= [vo*DEl 一 rs*y)] 一 [Ii 外] 
= [tl ~— vy*r)}— [C1 一 po] 
吧 dimkers 一 dimkerv™ 
w= ndexv = indexg, 
定理 4.4.2 设 A4 是 Banach 代数 ,了 是 4 的 于 双 例 理想 、， 出 
我 们 有 (六 项 的 ) 正 合 列 ? 
KT) 一 > 多 (4L) > KCAI TD 一 二 RT) 
RA) 次 (A17)， 


这 里 J 一 > 4 -二 -41 

证 在 民 (CA) 与 你 (4) 处 的 正 合 狂 , 分 别 可 见于 定理 4.2.7 
与 43.8。 因此 只 人 须 证 明 在 天 (KJy) 与 开门 一 KKCdr1) 处 
的 正 合 性 。 

《1) 在 及 (7) 处 的 正 合 性 ， 

设 4E€LAATID, 54(1a1) ~ [P11 一 [141, 这 里 pp 一 wg!， 
好 一 11DO04s WEGLAAT), wn aDbEGIICATIT)Y, 0 Ea, 
5 EGL,._AATIT). 在 PLCA*+)》 中 ,了 相似 于 9g, 因此 ， 

isd#t Lo} — [plat 一 [lilat = Ly]at — [lilat = 0, 
Rh ImesCTCkeriy. 

友之 如 《[p] 一 [1411)& KAJ)C KoJ+)， 使 得 

isC[p] ~— [111) = 0. 

即 在 KcA+》 中 ，[p]st+ 一 [i4]4+， 依 命题 4.1.21， 有 mm 硫 at 
GLCA1) 使 得 


1》 正 合 ， 指 前 一 瞻 京 的 让 域 为 后 一 映 吉 的 核 ， 意 义 完全 与 定理 4,2.7 或 4,3.8 一 
梓 . 


* 1 


x p10 一 1 人 Dl D0, 
代 原 来 的 P14 为 p 合 1 级 0，4 儿 1s， 可 以 认为 
Pp wgw !, 
这 里 wn EGLCAT) ,gg 一 14 匆 0,_:。 由 于 ([p] 一 [14]》€R,C7)， 
xp 将 是 秩 碟 的 数 慎 吞 阵 (xz 已 信 4 一 AjJ 扩大 为 A+- + 
9。 上 吐 外 ，P EPAAJT)C MCA+))， 因 此 有 初等 矩 隆 1, 使 每 
1xp) ~ qx), 
当然 PT KU 一 jgr(Iny!。 如 时 和 代 # 俯 
ty 以 tp 六 移 个 影响 TP]), 可 以 认为 
rpg (nH)g( rm) !, 
抒 x 与 4 一 1 由 0 交换 ,从 而 x# 一 四 3， 茶 a EGLICATI 
JE GE ED 由 此 依 ss 的 定 久 ， 
$a [4a]) 一 [bp] 一 {1:1, 
这 表明 keris Cl1m5,， 所 以 ，IimBy 一 keri,, 
《2) 在 CA1J) 一 K(41+1J) 处 的 正 合 性 。 
设 [o] 一 xs*[z]eImrs, 这 里 [ao]e 例 (41J)， [v] € RCA), 
于 是 可 设 "EGGEKAL) a wxy ECLACATIJ), 取 2 一 四 ore 
GDCAT)， 则 maz 一 4 四 seECGEC4+ AD。 依 5 的 定义 ，. 
dat [ae]) 一 [bo 一 [14]， 
其 中 p 一 wqw 1!， 4 一 14 名 0:， 但 这 肝 由 于 # 一 y 儿 vo! 的 形式 ， 
可 于 pg 1 中 04， 内 而 d(C[aj2 一 0， 别 Imrx 所 kerBw。 
反之 设 ce GLACATIDN, Ww EGL CATY, zn = dB, bE 
GLA NI), po wou !, 4 一 1 中 0._i， 如 果 
dt [a]) = [pli— [14] = 0,， 
到 在 KoCJ7)》 中 ，[P] 一 [1t] 一 [gqg]。， 依 命题 4.1.21, 有 加 ,中 
EL,1n+tid')， 使 得 
PDIAD0 一 HaBln DON), 
取 1 EGLy+wtiC)， 使 得 
aD, BLD) ! up Dlnris 
则 
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和 和 To 一 2031 一 这 和 1。 
几 比 ， 
竹下 1 
注意 64(fa]》 一 64(La 吕 1w]》 以 及 
HNTB Cirm DOn Lt FRDLet) 
一 Bln) CDDPIs D0 (nDBlote) 
一 (PDI D0) 
= er nD . 
于 是 阁 代 6 aDlw9 一 DO lenDoirim Pt 9 
1 中 0 以 lprijty 2 以 Ol Vv 以 ?vt 刚 请 次 夭 
变 。 从 而 可 羽 认 为 
6x([el) = [p] — [lil, ugu = po 290 1， 
其 中 了 一 1 办 0 EGLAAYD), vEGCGLAIT), wn = OD, 
BECGL, AATIID.,. HE gr woe:W ly, Bl vin 与 外 = 
i 四 0,_1 交换。 从 而 可 窟 vw 一 gh， 这 里 gEGL(A4+)， 
ie LA 注意 
Tg ay) rH GHHY ee of, 
因此 xz 一 cp8 a € GLAC), PECL, ACY， 由 此 ， 
Db- an we (8 人 8) 
ad ar(g) ™ xag), og EGLAAT)I, 央 于 ， 
{oljtE ma yy, EcrdyCTClmr,y., 
得 人 何 ， 上 er 人 一 Jmxey，, 证 华 ， 
定义 443 设 4 是 Banach 世 数 , 记 
CA= 1{f|f 是 10,11 到 4 的 连 急 映 象 ,并 且 (0) 一 0， 
S4 {feECAIKD) = 101) = 0}, 
依 一 maxtlftD 上 0 和 1 半 1}，CA 出 是 Banach 代数 ， 并 
且 $54 是 C4 的 闭 双 便 理 想 ， 
引 理 444 7 一 了 十 $4 一 11) 实现 等 距 富 构 ， 
CAISAS A 
证 妮 然 1 一 了 (1) 是 CA/1534 到 A 上 的 河 态 ， 


" 1A2+ 


. 中 


今 车 了 一 (1) 一 a, 自然 8@) 一 IE 六 由 此 ， 用 着 和 | 如 一 
lel。 另 一 方面 ， 对 任意 的 了 7 | 用 六 ICU 一 llal， 由 此 ， 
上 1 兰 ett。 从 而 ,| 天 一 al 一 上 C1 站。 证 毕 。 

定理 4.4.5 ”存在 自然 的 同 构 cx: KICA) -> 信 (5 人 A， 这 里 
了 是 Banach 代数 ， 

证 记 《C-A4+ 一 和 4HLC， 对 [0,1]， 令 

PAF + ND ~ FGD th 《CT 《CD 

显然 

go: 《CA)+ 一 C 且 核 为 C A; 

pi 《ACAD+t 一 (CA)+ 是 恒 等 中 加 

g: [0 1] Xx 《CA)!+ 一 (CCA)+ 是 连续 的 . 
如 果 《jliDE PCCLDr) 或 GL,CCC A)T), 其 中 让 EEC， 
iQ, lil nM gp 二 ;十 4) 在 
PACCADY) 或 GL.(CC A)+) 中 是 路 径 连接 的 。 

由 于 GE (C2 一 GLC (条 4.3.2), 于 是 ，GL,((C +1) 
GLeCCC A)+),， 好 ,CCA)*) 是 平凡 的 。 进 而 ， 

KCAY = KCCC A)T) 
是 平凡 的 ， 

由 于 《上 十 45) &€ PCC A)1) 与 (4;)) 是 路 径 连 接 的 ， 即 
Cf 十 (25)， 依 命题 42.2，(f5 十 4) 人 (0)。 因此 在 
Ko CD) 中 ，[Cfi 十 3)] 一 [41)]， 再 依 命题 +2.5， 

KCA) 2 {0}. 


依 引 理 4.4.4, 我 们 有 正 合 列 54 一 > C4 一 > 4, 青 依 定 理 4.4.2， 
便 在 - 
re jf NT 他 
于 区 3 好 一 下 这 好 ]) 一 -> KtA) — KtSA) 
> CCA) > RCA), 
从 而 有 
0 -es (CA 3 -0 
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即 有 同 构 mx 一 64: KAAD) KRC54), 
邻 证 有 表 ax 是 自然 的 , 邵 知 
pb, AC ECAISAI -BCCRISB) 
是 连续 同 态 , 相应 诱导 连续 同 态 :54 ~ 38， 我 们 需要 证 明 下 
而 图 
EA) — > RCSA) 


te) 
CHBY 一 -> ESB) 


是 交换 的 。 对 eg GLiCA1)， 取 
azE GLACC AT) BE CE AT), 
使 得 rw 一 四 5， 这 电 :CE 一 4 人 人 兰 (人 4 134)。 依 
定 忌 和 41，aggTa]y = Bx [21) 一 [pj] 一 [14], 这 盟 p= Ww9w'， 
可 1LxGD0。 1。 另 一 方面 ， 
PoE GLECBT), pn) EGLAACC BY), 
并 且 . 
x Pn) ha) = 区 Ca 由 由 0 
这 时 和 :CC 并 一 用 宕 (C 有 1337。 于 是 
exps [al) = exC[s Ce)]) 
一 [Pingptw) 1] — [11] 
— [pingn | — Clrl 
= [wp)] 一 [15] 
> pers [La]), 
因 赎 ,orbs 一 Pro, 证 毕 。 
引 理 不 4.6 设 A 是 Banach 代数 ,了 是 4 的 闭 双 出 理想 , 则 
SCAID = $413y, 
证 ”对 性 意 徇 意 王 以 十 51， 这 里 E5854， 显然 可 雇 与 ut€56 


页 (一 Gas 十 了， SAS 一 SA 站 
名 当然 是 \ 代 数 ) 疝 态 , 并 且 


二 有 站 者 到 


[eae)) = let + ) = ax inf leks) 十 el 
< ,max lez) 十 FD, YhE SH. 
其 而 
ee inf max [age A = | 
AESIDEEEl 


我 们 说 对 也 是 等 距 的 ,只 人 须 对 任意 和 衣 8 沁 0, et $4, 作出 pe 5J7， 
使 得 
et) + PO SE letd + +e, Vre [0,1], 
z 在 [0,1] 上 是 一 致 迁 续 的 ,于 是 有 5 > 0, 使 得 
lle) 一 ge < ef3, Wyre [oil 8 so—7| 6, (1) 
取 分 出 上 了 一 吉之-… 二 1% 一 1 合 得 


站 一 有 < 0 过 和 二 一 工 (2) 
对 每 个 #， 取 ee 当 了 了 一 0,2 轩 肥 a@; 一 0 使 得 
es} + a Sat) + J + ef3. (3) 


由 C1),《2),《3), 当 IE [#4 (0 7 者 一 1) 时， 
let 十 本 | el) + oill + Natt) — ue)) 


< eay 填 川 十 8g 


所 上 eC) 一 20 十 川 十 上 el 十 川 圭 了 8 
< age 十 川 十 es。 《94) 
同样 
和 age 十 下 守 ep 十 了 咱 十 es。 C5) 
令 
BD = oo {Co an + Cr — Des}, 


WIE [FH+1], NI 一 1， 由 Se $1， 并 有 旦 由 (C4),05》 


aCe) + BDO < OE {Ce — lleke) 十 al 
十 《5t 一 下 ef + all} 
< af 交 十 川上 十 三。 


=» 主攻 学 


Vie[li;, nr}, 0 一 I。 从 而 我 们 证 朋 了 :外 .是 号 4 
到 人 A417) 的 等 距 代 数 同 构 
尚 须 证 明 名 是 满 的 ,只 须 证 Ime 在 SCAI1J)》 中 是 和 的 .对 性 
意 的 Pp ESCA1J) 及 6 之 0， 由 一 致 连续 性 ,存在 5 > 4， 使 得 
ot) 一品 < ee, Vsie [0,11 EB ls—1| < 65. 
作 分 割 0 一 三- 过 i 一 1， 使 得 
Ijin 0 一 1， 
并 对 每 个 二 ,到 we4 (em 一 9, 一 0)， 和 使 得 
pH 二 J 0 和 ji 
仿 


cf 站 一 一 一 人 一 De 一 tc， 


本 +1 一 看 
WE [Htin!d, 0 了 站 一 了 ， 出 ‘Yr A 并 且 


lat 十 了 一 pC) 所 i {Cir — Dlia; + 7 — gis) 


4 r 


了 
+t (ro— Ban t+ oO— wo} 
{0 — hp) — pool 
UE 
二 Ci sp Er) 一 pe} < 
WiE TH fn DSSm 一 1， 


因此 在 5(A1J) 中 ， 


lot) 一 pl < e, 
这 就 说 明 Im@ 在 5CA17) 中 是 和 的 .证 毕 ， 
定义 未 4.7 设 4 好 是 Banach 代数 ,ww 主 0, 令 
KCA) ~— KS*A), 
这 里 Se 4 一 SCSeL4T， 
由 于 定理 4.4.5, 可 见 本 定义 是 合理 的 ， 
定理 44.8 设 4 是 Banach 代数 ,了 是 4 的 闭 双 合理 想 ， 册 
我 们 有 长 正 合 列 
ee RT) tr RAY KC ALT) 


» J8¢f = 


RN) 下 KC A) ), 
这 里 1: JC yA 是 其 人 全 彰 ，x: 4 一 A14 十 肌 号 象 ，5x 是 连 
接 峡 得 。 
证 nz 一 00,1 已 见于 定理 4.4.2, 今 设 和 已 成 立 , 当 # 十 1 有 时 要 
证 了 明 
Kn > Rn(CA) > RNCANT) > RA) 
是 正 合 的 ， 依 归纳 假设 ,我 们 有 正 合 列 
RSD) — RSA) RASAISI) > RA(STY. 
依 J| 理 4.4.6 及 定义 44.7, 这 个 正人 台 列 正 是 我 们 记 要 证 明 的 正 合 
列 。 ”证 毕 . 
命题 4.4.9 设 4 是 Banach 和 代数 ,了 是 4 的 闭 观 全 理想 ， 如 
果 短 正 舍 列 
Or iy A All 0 
分 绚 的 ， 即 有 (代数 ) 同 态 o: 4/J 一 4， 使 得 xoo 一 id (Aj 
5 恒 等 陕 象 》， 则 对 于 任何 的 # 之 0， 我 们 有 分 度 的 短 正 合 列 
OR 一 > RCA) 2 KA 一 0。 


征 
中 的 


证 由 于 wo 一 id， 因 此 x#ds 一夫 ， 从 而 
rstA) = RCAIT). 
同样 
rRnCA) = Kent Al), 
于 是 
6x* 开 (LA 一 BxrgR nC A) = {0} 
《定理 4.4.8)， 叉 64 民 R41CA1) 一 keris 《定理 4.4.8), 因此 ，is， 
KC 站 一 尺 .(A) 是 一 一 的 。 ”证 毕 ， 
系 44410 设 4 是 Banach 代数 , 沁 
0A 一 {flf; [0,1] 一 4 连续 ,并 且 100) = 了 (1)}， 
则 对 任意 的 # 池 0， 我 们 有 分 蛮 的 短 正 合 列 
0 > KSA) = KCOA) -> RA) 一 0， 


了 只 了 


证 显然 $4 是 吕 4 的 癌 双 侧 理 起 ,并 且 


jf +A > 401) 
是 如 A1SA 到 4 的 代数 同 移 。 对 任意 的 4€ A 令 ae 六 有 到 09 
则 otq) EQA， 因 此 上 面 的 问 构 也 是 满 的 ,显然 wa 是 A 上 的 恒 
等 映 傅 ,因此 得 正 舍 列 


OSA— > OA A->0 
是 分 避 的 。 再 依 命 题 4.4.9 如 得 证 。 


§5. Bott 周期 性 定理 


35.1 Bott 映 象 
设 有 4 是 Banach 代数 ，AT 一 AC, ss: 4 一 局 一 好 1 4 
依 合同 4.2.5，KK,CA》 中 任 次 元 可 写成 
[pl] 一 [5 区 了 丁 ， 
这 里 PE PLAY)。 对 PE P.(A1)， 我 们 定义 
fps) = p+ ls — Pp): Si — MA), 
这 里 3 是 单位 圆周, 1, 一 1 儿 … 名 1 是 MA) 的 单位 元 ，s E31. 
引 理 45.1 如 pe PatAt)， 则 
fa) fp tis) EE GLACSADYTY, 
证 
sf Ce) pds) ) we (zstp) 十 1 一 了 开罗 CCSP + 1 — sp)) 
— stp) Ce — so) 1 vee sl, 
义 显 然 了)ficpC1) 开 1,， 因 此 
fs)f pa) EE MoSA) 十 1 CMSAD+)， 
此 外 fC 十 1, 一 pVzE 81 因此 ,f(s)f pe) te 
GL(5A)+)。 证 毕 ， 
依 此 引 理 ; 拷 们 定义 鼎 象 KCA) ~ KC(SA)*) 一 RCSA): 
[pl] 一 [sp)] ~* LH fr,l, 
这 个 映 生 是 可 雇 定 义 的 ,事实 上 ,首先 设 p€ P(A) 4€ 三 区) 


# 和 


foor Ca) pne Ce 
= (POOCGCNBD + spBDI Ls, — sp DA — 11 
+ gs[tls — pIDU — 4 Cp)I DP) 
+ [Cl — ABA Oo ,Oo— sp BU — 4)] 
— (pp BD + [CL CO— ps 一 5 区) 四 Cl 一 全] 
+ z[ ps, — sp BO] + 21, — Ps Cp PDN] 
=— [psCp) + Cl, — pC1, — :Cp)) 
+ gplls — sp)) + sls ~ PrP IDL 
一 fts)f ets) "Bi, 
因此 在 RK,C(S4) 中 
[ff rep] — [fefrnel, C1) 
VpE PLD 414€ FOO)., 
如 归 Y,: [0,1] 一 Pd 是 连续 的 , 则 
于 
于 GL.((C3L4D+)》 中 ,因此 在 六 《834) 中 
[六 一 [FF 了 2) 
今 若 在 KCAOCCKACA+)) 中 
[fp] — [stp)l= [9] ~ {r(9)), 
妇 [p 哺 :971 一 [9 加 :Cp)]， 依 命题 4.1.21， 有 开导 n€ GL(A+)， 
使 得 
upBIAG PDL DBO ~ 9Pstp) D1, D0, 
进而 依 命题 4.2.2, 有 *。，k€ PtC)， 使 得 
PDL 41D, 


由 此 依 C1),C2), 在 全 53. 中 
[fofrpy] — [fg2f jiyea] 
{fetid — [fofiel], 
这 就 下 明了 映 象 的 可 定义 性 ， 
害 久 4.5.2 RCA) 到 KR,(54A) 的 映 象 
POLPp] 一 [sp)]) [fof 


二 | 车 


称 之 为 Bott 且 莹 ,这 里 pt 下 一 站 一 4 (sz])== 
xz 户 十 【T， 一 及， 并 二 1，2 FE SL, 
命题 45.3 8 是 KK(A) 到 KK.C5A4) 的 自然 的 间 态 ， 最 范 昌 
臣 Banach 代数 妈 到 下 的 连续 的 (代数 ) 阿 态 , 相 应 诱导 $4 到 3 如 
的 连续 同 态 ( 仍 记 和 议 q), 则 有 交换 图 : 
RA 一 RB) 
PY pe tf 
RSAY— Tr SHY 
证 
aTpl Oo— [stp))) + Cty] ~ [C9) 1)) 
一 BEpDBI] — [s(pBI9)) 
i [faef rps gs} 
" [ff Df efi] 
一 [区 大 四 1 (1Bf, fad)] 
一 HATpi— [sp)])* Brgl ~ [C9)1), 
YI 一 [Co 《591 一 [sg9)DE KA)， 因 此 月 是 同 态 .至 
于 图 的 交换 狂 , 是 显然 的 。 证 毕 ， 


$5.2 Bott 周期 性 定理 与 证 明 的 约 化 


定理 #5.4 《Bott 辕 期 性 定理 )〗 8 是 Ro(A) 到 六 (847 的 
自然 的 同 构 ， 特 别 ，KoC A) 衬衣 (83A), 这 里 4 是 任意 的 Banach 
代数 ， 

依 命 题 4.5.3, 愉 须 证 有 明 站 是 同 构 , 

引 理 45.5 在 下 面 的 交换 图 中 

Os RAI—r ECATY -yy KACI— 0 
ja js ja 
CrRCSAN— RSA RSC 
如 及 Bc，Pat 均 为 问 构 , 册 Bx 也 是 间 构 ， 

证 显然 短 正 合 列 0 一 4 和 -一 [及 和 一 >8 + 

全 34134 SCAt/A) 一 $C 一 0 都 是 分 异 的 , 今 依 命题 4.4.9， 
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可 有 山 图 中 上 ,不 两 行 的 列 都 是 短 正 侣 列 。 
今 若 ae 并 (4 们 ， 使 得 Be) 为 证 ($A) 的 单位 苑 , 由 于 
Bat 是 同 构 , 以 及 图 
ECA—r KCAt) 
1a, Ba+ 
Kr(sAY— rR CIATY 


散 交 按 性 ， 可 见 5 在 KoCA+) 中 的 每 应 是 堆 元 。 但 记 (A) 一 
K( AY) 的 同 态 是 一 一 的 ,因此 ，a 一 0， 即 pu 是 一 一 的 ， 

对 于 和 性 意 的 be KC(SA), 设 其 在 民 (S4+) 中 的 象 是 好 ， 
B84+ 是 同 构 , 于 是 有 唯一 的 efE Ko( .A+)， 使 得 patat 一 了 +， 今 
5+ 在 到 (SC) 中 的 象 是 单位 元 ，pc 又 是 同 构 , 并 且 图 


KA ADN—> KTC) 


RSATI— RE CSCY 

是 交换 的 ,因此 a*t 在 KKC) 中 的 象 为 0， 邻 依 上 面 一 行 的 正 合 
性 ,可见 有 a 民 A)， 它 在 KA*) 中 的 象 为 s+。 再 由 第 一 个 
方 匡 的 交换 性 ,以 及 KCSA4》 到 KK54A1+) 的 映 象 是 一 一 的 ,证 见 
b= Fa)。 从 而 By 是 KK 到 KR($A》 上 的 辣 构 。 证 毕 ， 

依 此 引 理 , 下 面 我 们 设 4 是 有 单位 元 * 的 Banach 代数 ,来 证 
上 明 避 的 同 构 性 ， 

这 时 如 的 形式 可 以 简化 。 设 

PE MAA), LE PO), Cp+ i)E PCAt), 

于 是 在 AA) 一 Ko A》 中 

[p+ 4]— (2] 

= [( 庆 十 2 十 2 一 ec) 一 [ac -HI 一 
一 [十 4] 十 [人 L 一 e] 一 [ac 一 [1 一 e] 
一 [p+ te] — [Ae], 
这 里 (pp 十 40) 与 he 都 E PCA), H sp t+ he) = 0 ~ se). 
由 此 ， 
[p+ 141 — 14) = Blp+ 4el1) — BC[1e21), 

天 此， Banach 代数 4 有 单位 元 时 ， 间 态 疡 : 形式) 一 本 (AD) 
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取 如 下 的 形式 
ACLpD)D = fl}, A—LPl) = Ify'], 
fb) = gp— p+ ls YPE PAA), s€ 3 
现在 我 们 给 出 其 ($A) 的 另 一 种 描述 ， 
对 任意 的 正 整 数 #, 令 
A,。 一 {olo 是 5: 到 GL.(A) 中 的 连 续 映 象 , 征 oC(1)€ CE 
= [olo 是 5 到 GLCA) 中 的 连续 鼎 象 }. 
在 平凡 的 扩张 5 一 o 名 1 下 ,可 以 认为 
A FAT 


并 记 


" 了 


A LU A 


在 入 中 引信 等 价 关 系 ~~, 6 ~ 了 指 有 # 及 连续 映 象 7,: [0,11 一 
:s 使 得 7o 一 9， 7 一 5， 这 里 A。 中 的 拓扑 由 村 8A) 诱导 

而 来 , 上 4 一 C9 ,A)】( 风 系 4.4.10) ,A 二 MAOA). 

定义 45.6 记 oS 并 令 

“B= 08, Vi, EG, 
命题 45.7 c 是 交换 和 并 且 对 任意 的 6, 5€ 吕 ， 
4 “S08 Bo (oPE) (8Bo)-, 

证 无 妨 设 020, 8€& 各。， 注 区 
| es 一 Ge 0 es 一 Dr 仙 Fs 
(\ -一 人 ) (2 , (Ce 人 中 ， 


0 a Cy 
Ca 一 Ey 0 Gn 一 
no ol oN oo) 
0 es i er “0 
Sin 


e < | TT , 
Hs COS 一 此 本 
2 2 
本 
亚 


es sin 一 [| 了 ?| 


2 


令 


可 见 在 和 A 中 ，(oBo 1 ~ em。 叉 由 


» 92+ 


(, 换 ， 本 (， ;小 
可 见 在 A 中 。(c 申 8) ~ (06 旬 e,)， 此 外 ,由 


Pn COS 了 4 —e, sin 本 + 》 0 e COS En ts Hh 本 

5 Sin TE. emCOS Tr ( = 一 cssin 二 # cucos 二 # 

2 2 2 2 
可 见 在 和信 中 ， (5 四 85) ~ 《6 全 o)。， 以 而 ， 
o8 ~— (cBes) 一 (oPBE) — (5 由 o) 一 (Sa Bea) — 50, 

证 毕 ， 

命题 45.8 [f(z) 十 1 一 (fs) 十 4e)” 实现 同 构 : 

RCSAY 0, 

这 里 js) € M5A), 1EGLCO), Cftr) AE GL A)), 
#2 

证 如 淋 (f(t 和) 十 2) 的 北 为 CgL2z) 十 ns)， 这 里 

Ets) € MAASA), xE GL (OC), 

易 风 对 每 个 zeE St，(f(z) 十 Xe》 在 导 ,(AY 中 有 送 (g(x) 十 
pe)。 及 (fz) 十 40) 二 Ae EE GLr(A) 《 系 4.3.2)， 因 此 ， 
Ci) + he € A,, 

现在 指出 这 个 映 象 是 可 以 定义 的 ， 如 果 在 站 ($4) 中 ， 

[fis) + 42] = [gts) + pp]. 
作 平 凡 扩 张 后 ,可 认为 (f(z) 十 与 (g (C2) 十 pj) 属于 GL.CC5A)*+) 
的 同一 连 迁 分 量 。 于 是 存在 连续 肌 象 
(ra) + 41): [O01] -> GLCSA)+), 


使 得 
Tox) 二 fs) 二 Te) 二 A gs) 二 ps 
这 里 
Ys) EE MSA), ME GLAC), Writ IO,11, 
由 此 ， | 
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Ys + ie: fi) 十 2 一 2) -十 Pt。 
即 在 A, 中, 《Fe 十 Xe) 一 《gz] 十 pe)， 由 此 可 见 觅 象 是 可 
以 定义 的 ,并 且 显 然 为 问 楚 . 

下 面 来 定义 逆 贞 象 ， 

一 fei se ~ e+ 1], G— RCSA) = KOC A)T), 
这 里 0& A-， #8 一 12,*"…*。 这 个 贞 象 是 可 以 定义 的 ， 事实 上 ,如 
果 :O01] >A To 0o, T= 5, 则 0 

《YI 一 er 十 1 

(Col oe 一 es 十 1 一 (81 Be 二 1,) 

因此 , (ol1) io 一 ep 十 In) 与 (C801) 3 一 es 十 1 属于 GLACSA)!) 
的 同一 连通 分 量 ,从 而 在 尺 ($4) 中 

[okgty 一 ev 十 1 一 TS TB -~ et1,.], 
这 个 觅 水 也 是 同 访 。 事实 上 设 o，5A， 由 于 oC(1),，5C1)E€ 
GLstA), 于 是 有 连续 肌 依 my， 员 : [09,1] 一 GLs《A), 使 得 
mo 1 一 ee， 由 此 ， 


站 
SC1JripC13-i08 HS og 


i] 
一 一 


o(1) -io8(1)-!s, 
EB] CE) To ge ~ est 1,) 与 《ago 2 et 1.) 
属于 GLACSA)) 的 同一 连通 分 量 。 从 而 
GE 一人 TEL 68 一 e 十 上 
一 [edly aagl7 -一 ev 十 1 ] 
一 [afl) 一 rs 十 1 18C1) 8 — e+ 1,], 
聂 后 对 任意 的 mw，TfKzE MSA), 1€E GLA(C), (Cf (2) 十 
ME GLOCSAY+Y, 
[f+ > (Cf) + Ae > Tf) + 1 = [f(s) + 1], 
这 吏 说 明 前 面 定义 的 两 个 映 良 是 互 逆 的 。 ”证 毕 . 
现在 我 们 有 
KC A) 一 > KSA) -> G, 
复合 同 态 仍然 记 为 88， Ko A) 一 如， 应 当 有 下 面 形式 


中 和 中 攻 


HELPpI)— (sp— pi en) , VE PCA), 
这 里 e 一 的 -的 zt 一 1 了 2,……*。 从 而 问题 归结 机 迹 明 
定理 45.9 设 A 是 Banach 代数 ， 则 8 蚌 KA) 到 GG 上 且 
稍 构 , 


$5.3 6 是 满 的 


引 理 4.5.10 设 4 是 Banach 代数 , 则 集合 
{aglaé A,gE CCS')} 
的 线性 组 合 全 体 在 如 4 一 CC(38',4A) 中 是 钢 的 ， 
证 ”对 人 尾 此 的 f EQA4 及 EE 六 0。， 如 fE5 引 ， 依 连 经 疆 ，、 有 
f 在 51 中 的 开 令 域 上 ,, 使 得 
CD 一 拓扑 | 天 EYE U,, 
3 是 紧 的 ,于 荐 有 nmE 人 3， 使 得 


[| Ui 一 3 ， 
{二 1 


这 时 Ui= UU,,, = 


对 {VU} 有 单位 分 解 {g;}» EB gi€ CS O08， 
supp 有 CE im) 1 Ye S51 令 gi 二 
5)， 1 和 i 并 ww， 则 对 任意 的 s& 5 ， 

[3 80) — Ho < DD ae — FO < 
让 比 ， 
引 理 4.5-11 对 任 窟 的 o€ A.， 存 在 
{a_ws ranl CCMA), 


罗 
a € GLe lA), 


i 一 一 站 


* 95+* 


[时 和 中 任意 元 可 等 价 于 莫 个 Laurent 的 闭 竖 )。 进 而 育 和 多 项 起 
的 闭路 ( 即 和 中 形 如 3) os’ 并且 2 ie CLA) 的 元 ] 8, 和 ,使 
得 在 G 中 ， 

站 一 


此 外 ,如 果 g() 一 > aizi， 这 里 we MA), 1 <<j NN， 


i 三 由 


并 且 3! ae GLICA) ( 即 #8 是 A。 中 的 多 项 式 闭 路 ), 则 存在 基 


者 安 可 a ga, 8E 和 使 得 (a 十 bE 好 二 并且 在 & 
中 ,BCs) 一 《4 + bx). 

证 依 Stone- Weierstrass 定理 ，Laurent 级 数 p> A421 全 
体 在 CL5') 中 是 稠 和 的 。 再 依 前 一 引 涅 ;可见 集合 

{2 Gizi [ei € AM 
的 线性 组 合 全 体 在 4 中 是 称 和 的 。 今 
sé ACCGL (OAICMC0A), 

于 十 对 尾音 的 6 交 0, 将 有 {eps "awj 己 覃 (A)， 使 得 


和 | 
3 gi! 一 ob 0 < 


。 了 一 由 


GL.AOA) 是 MA 如 4) 的 开 子 集 ,四 此 = 充分 小 时 ， 


3 asi E GLCO A), 
当然 也 有 
阳 ai 一 ob < es， 
GI3(A) 是 M.(AD 的 开 子 集 , 因 此 充分 小 时 ,由 于 oCU EGG 


本 


LA4)， 可 见 >mecCGE4) 由 此 


-Lod* 


> oie! E ns 
注意 当 # 充分 小 时 ,有 
| (c 一 之 aizi ) 


< 1 


wp 
于 是 


MN 
TS si + (1 — Do 
-My 


一 好 已 一 on ( 一 3 oo] EGLOAY. 
此 外 , 71) 与 aC1) 相差 很 小 (对 7? 一致), 因 此 ,YA(1)€ GL (A)， 
Ye, 即 7 [0,1] 一 和 《当然 连续 )。 由 此 可 见 在 中， 
时 人 
厅 < (> aizi ) . 
进而 : 
站 一 > gisitM 。 ve 


了 一 一 如 


一 (> a Ny 《ze Yl, 


最 后 ,如 时 8a] 一 二 eg 十 … 二 eng 是 As 中 的 多 项 
式 闭路 ,我 们 指出 在 和 中 ， 


0 .i . ~ 8(7) Drons 


— ts es 


事实 上 , 把 第 NN 列 变 成 (第 NN 列 十 z 第 CN 二 1) 列 ), 再 把 第 一 行 变 
成 (第 一 行 一 ay 第 CN 十 0) 行 ), 依 命题 4.3.1， 


ss Lor * 


如 此 继续 下 去 ,如 可 得 证 ， 
引 理 4.5.12 设 a,be MCA), Cot BYE GL COCA), f(x)O— 
Ca 十 bx)€ A.， 则 存在 pe P(A)， 使 得 在 GI 汪 ， 
f= (zp—p+e,), 
注 ”很 引 理 4.5.11 及 45.12， 再 直 刀 的 定义 , 即 可 觅 且 象 是 
证 设 7, 是 [0,11 到 GE 中 连续 映 象 ,使 得 
T= (e+) i, 7 fo, 
于 是 
rif: (q+ 6) 一 > 
因此 在 G 中 ,了 一 《Ka 二 8771)7， 太 而 可 以 假定 a 二 5=e,, 或 
6 一 eu 一 点 这 样 ， 
FS] 一 《2 一 1 这- 十 es 
当 g 尖 1 时 ,由 于 
Fo 一 【人 1 一 JII 一 2 ee bE GLCA), 
因此 ， 
《1 — £2) ¢ob) = ogy.ntb), viz| 二 1,# 翅 1， 
菩 设 和 一 1 十 4 ER 可 十 Je 一 1,， 4 天 1， 


一 1 - 上 1 f 
li—x lo to 
( ) 2 2C1I—14) 2 7 8 


Tt Tt 
本 二 一 2? 因此 ， 
i(i—2) lzj = lx 1}— {ee CIRed 一 


换言之 ， 


和 


rnjeeclRee 一 > 一 


反之 如 5€ 出 区 dc 满足 上 和 春 要 求 , 则 
f(z) = (zs— 1 Fes EGL,CA), We 3 1, 
显然 1197 一 ee， 因此， A。。 从 而 我 们 得 到 下 面 的 事实 : 设 
fs 一 (sz 一 1)8 十 csh PE MCA), 
则 ff€ A.， 当 且 仅 当 ， 


1 
anfeeclgen 一 二 一 
山 在 对 满足 上 面 沫 件 的 志 如 图 取 转 道 了 一 PUP， 使 之 与 


{fat ClRea 一 112} 无 交 , 并 且 所 包围 的 区 域 (LUD 一 o《8)。 再 
人 . 


* 下 全 号 


1， 旭 ze&el， 


glx) 一 {, 如 gE HI， 
以 及 - 
| ,, 
p— {sd — zen) dre PAA. 


Yio 下 Cg 一 超人 十 (1 一切 5， 及 


一 


mi GB — 20) dz tp +t (1 — #6, 


2 
于 是 
gr) 一 fatB)) 
加 十 【1 一 上， 如 z€ otp) 人 I, 
《1 — tr, WH se rcpyNIl. 
从 而 ， 


or MN {ete ClRer = 1/2} = $, wie [0,1), 
依 前 而 所 证 的 事实 ， 
Crilz— 1)+ ej) EA,: FO ->《z 一 1 疡 十 es 
因此 在 6G 中 
了 一 《Kz ~ p+ es) = FpD), 证 毕 . 
$5.4 哺 旺 一 一 的 


下 面 的 定义 虽然 前 夯 已 出 现 , 但 再 重复 一 下 :更 为 古 切 经， 
定义 4.5.13 人 中 的 任意 元 素 都 称 关 闭路 ;和 A 中 的 元 fz) 称 
为 线性 闭路 ， 指 fiz) — ott br, 这 里 对 某 ,ea 与 bE MLA), 


目 Ca 十 6)E GLICA)，Yze S81; A 中 形 如 3 ajsi 的 元 称 为 
多 项 式 闭路 ; A 中 形 如 六 veisi 的 元 称 为 Laurent 闭路 ， 
注 ”如 果 
p> Hz = 3 bigls VeEvyp 
电 LJ 


和 


由 于 整 函数 的 性 质 , 这 个 等 式 和 将 对 任意 的 zEC 成 立 ， 今 对 + 了 琉 

六 次 导数 ,再 命 s 一 0 可见 所 一 玫 0< 安 f< 执 六， 即 多 项 式 闭路 

的 系数 唯一 不定 。 对 于 Laurent 闭 略 相仿 节 证 明 同 样 的 结论 . 
定义 4.5.14 如 乐 线性 闭路 故人 一 a 十 bz€ A,， 我 们 记 


PKfy 一 二 | ga 十 有 7 已 一 zids， 


51 理 4.5.12 证 朋 中 已 指 册 ,在 .CA) 中 ，(e 十 2 的 谱 集 
II 十 有 8》 与 {aE CIRer 二 1/2} 无 交 , 这 里 一 TU 分 
别 包 国 oka 十 85) 5) 在 直线 Ree 一 112 的 右 , 左 两 部 份子 集 ,并 
且 g(xz) = 1, 姻 zs 在 之 内 ; gtx) 一 00， 如 x 在 Ti 之 内。 3 引 
班 4.5.12 的 证 明 也 己 指出。 在 GG 中, 了 一 (Ce 十 56) 站， 以 及 
(g++ 5) eA 并且, 农 引 理 4.5.12，P(CFYE PACAD), 以 及 在 GG 
中 ， 

一 《(z — POF) + e,)-. 

此 外 ,对 于 任何 的 SEE P,(A)， 明 然 

PKtz 一 129 十 es) 一 了。 

引 理 4.5.15 设 (2) 一 ac 十 bnDz 是 [0,1] 到 A, 中 的 

连续 映 角 , 则 P(f,) 是 [0,1] 到 P.CA》 中 的 过 续 有 映 象 ， 特 别 ， 
PF) ~ Pf), 


证 记 ef 的 一 (af 十 世英) 6G)， 由 于 (Calp) 十 上 六) 是 
10。1] 到 GLs《A4) 中 的 连续 爱 象 ， 因 此，el?) 也 是 [0, 1] 到 
GLa( 有 4) 中 的 连续 映 象 。 引 理 4.5.12 中 已 指出 对 每 个 ze [0,1]， 

oe)N {rE ClRer = 1/2} = #, 
于 是 可 肥 ckefo) 的 开刀 域 FCCC), 使 人 与 直线 Rec 一 172 
无 交 。 今 依 尺 ，) 连续 性 ,将 有 :在 [0,11 中 的 开 邻 域 上 ,， 使 得 
Gc)CV we Ui,. 依 [0,1] 的 紧 性 ,有 {1 … stm}CL0,1], 使 
得 【| 0 一 10,1], 这 里 Ui 一 Us 1<iSm, 令 VV,， 


= Uj V; 与 直线 Rec 一 172 元 区 ,从 而 可 取 围 道 T=TUrns 
| 


-201 " 


使 它 包围 Vi， 而 且 与 直线 Rea 二 1/2 无 交 ( 对 每 个 1€ [9,1]， 


下 
适当 缩小 Vs 使 FV, 与 直线 Ree 一 1/ 的 某 个 邻 域 无 六 ， 这 
样 ,就 可 作出 满足 要求 的 T)， 由 此 ,TT 包围 了 每 个 oCe(D)》，Vié 
[0,11j。 从 而 可 风 


PO) ~— | gC) Cc) — ges)-ids 


是 [0,1] 到 PA 中 的 连续 遇 象 。 证 华 ， 
引 理 45.16 如果, &g 是 线 福 闭 小 , 则 
下) = PCH)DPCE), 
证 明 是 显然 的 。 
引 理 4.5.17 设 1,g 是 多 项 式 闭路 ,并 有 在 GG 中 ，f 一 了 ， 则 
在 平凡 扩张 后 ， 仍 记 以 所 g， 将 有 正 整数 m, 多项式 闲 路 有, 以 及 
[0,1] 到 入 中 的 连续 映 象 Y,， 使 得 每 个 7, 都 是 多 项 式 闭 路 , 园 
时 多 项 式 的 阶 与 上 无 关 , 而 
To FDE, To gDE. 
证 无 妨 设 有 [0,1] 到 入 ,中 的 连续 映 象 j,， 舍得 太一 二 
ji 一 g。 令 | 
= {fit [O01}CACOGLCOA). 
显然 又 是 紧 的 ，GLIL,CQA4) 又 是 M8AY) 的 开 子 集 ， 从 而 有 
8 > 0, 使 得 族 在 M,(Q4) 中 的 8 邻 咸 
UC ,EI TGLCOA), 
闭关 gE MQA)， 并 且 在 村 AQA) 中 ，dist(g, 络 ) 一 E， 就 
有 gEGL(OA). 
作 分 割 0 一 4 过-…- 达 世 一 1， 使 得 
|f; — frliywnnn T8133, 0SRi 和 El1, 
这 里 fi 一 jf，0 i 志和。 于 是 
distC(sf; + (1 — Jf, ) 
< jisfi + C1 ~ fi ~— fillawwa < El3s 
因此 


“20 + 


I LA 
问 样 和 A210 SS 有 1 是 GE4) 的 紧 子 集 , 因 此 可 以 假定 上 
面 的 8 六 0 满 尾 ; 时 果 gE€ MA), 在 MA) 中 满足 diat(a;, 
{fA1DD10 寺 11 二 8， 议 有 a EGLMA)。 从 而 也 可 证 朋 
GAD Co AFNICoL(A), 

这 说 明 

Gfit (Clo of) EA VSI 0 1, 
今 依 了 | 理 4.3.11 ,并 Tf i = .1,- "不, 相 取 Laurent 闭路 > dit 

一 下 

CN 与 i 无关》, 使 得 


| p> 中 一 oo, < /3, 
并 有 明 在 G&G 中 ， 
jj; 一 ( p> apzi) ， 


0 此 外， 由 于 fi 一 7 ， fo ™—E 是 多 项 式 闭 路 ， 因 四 
此 可 以 认为 ， 一 2 fi 一 obz 由 此 


D3 anzi + (1— 5) > Gy — fi 1 


1 
< 中 于 op 一 fi| 
一 


十 《1 一 引 志 一 天 | < 5, 


FD 
人 一 
[和 


所 以 

> afwi (1l— +) > oo EGL OAY. 
当然 也 有 

1 Pt Dd 1) 5 
寺 此 。 


< 
ln A ? 


Li 


MD A 
(: Sep 一 > of EGL'CAY. 
这 说 明 
可 nN 
(人 est 0 — 0) Pern) en,, 
四 站 -N 


VO 1, 0 所 1 上 一 1， 由 此 可 见 、 通过 相同 阶 和 的 Laurent 
闭路 的 路 径 , 使 得 


NM ™ 
一 和 -BM | 


进 市 通过 相同 阶 的 多 需 式 闭路 的 路 径 , 使 得 
2"f—> zg, 
取 ze 上 碟 9 是 ,1] 到 GL C) 中 药 连 续 映 过 3 使 得 se oDb ep,: 
(O57) (5a)，、YVe,b € MA)， 于 是 相同 阶 的 多 项 式 闭路 的 
路 径 
(CfDe wee De,: (zf ODe.) 一 iPr*e,, 
因此 在 和 A。 中 ,通过 相同 阶 的 多 项 式 闭 路 的 路 径 , 使 得 
f 中 xz 一 8 四 xz”e。。 证 毕 。 


引 理 45.18 如 果 js) 一 人 aikoDii 是 T0,1] 到 A。 中 的 


连续 喘 象 ， 风 g(t) 是 [0,1 到 邓 .(4D) 中 的 连续 上 映 象 ， Vi。 

证 ”注意 

1 f(x) 
ait#?) =— 2 | HT 245， 

这 里 了 是 单 位 区 周 。 又 访 是 [0,1] 到 M 84) 中 的 连续 了 映 象 , 天 
此 ， aitt) 对 上 是 连续 的 ， Yi, : 证 毕 。 

定义 4.3.19 对 和 阶 为 不 的 多 项 式 闭 咯 

并 gs 一 6 十 6 十 十 

记 


。 20 和 4 。 


依 引 理 4.5.11 的 证 明 ，a 必 f)》 是 线性 闭路 《eeAu)， 并 且 在 
人 中 ，m 区 全 于 
引 理 4.5.20 设 阶 相 辣 的 多 项 式 闭路 的 路 从 


全) cikpai :了 一 3 ji 一 > 用 一 Y， bzi, 
则 通过 钱 性 闭路 的 路 径 
wa (> aiC#)zi ): RN = pC > NE) = tg), 


证 依 引 理 4.5.18 及 多 项 式 闭 路 系数 的 唯一 性 (定义 4.5.13 
的 注 ), 可 见 
aitD: mi 一 站 之 N, 
由 些 即 得 证 。 
引 理 4.5.21 设 1, 8g 是 多 项 式 闭 路 , 则 通过 线性 闭路 的 路 径 ; 
AGE 一 站 下 Ce) 
证 只 须 注 意 这 样 的 事实 ; 可 以 通过 复数 的 基本 矩阵 的 路 
径 , 使 得 
Casi) 
CoB2) 一 人 0 人 小 
册 些 则 得 证 。 
现在 来 证 明 8，Ke(A) 一 上 G 是 一 一 的 。 
 ”” 设 有 p，9€ 了 PA4)， 使 得 A([p]) 一 A([9])， 即 在 G 中 ， 
一， 这 里 f(s9) 一 C2 一 1)p 十 es gs) 一 (x 一 1)g -+ es。 依 
定义 4.5.14， 刀 让 = p, P(g) 一 了 
依 引 理 4.5.17， 有 某 个 航 为 站 的 多 项 起 闭路 的 路 径 7Y,，、 及 多 
项 式 财 路 和 CN 阶 )》， 
; 于 天 一 和 有机 


* 0 全 


依 引 理 4.5.20。 道 过 线性 十 路 的 路 经: 
Fn DE 一 NE 
依 引 理 4.5.21， 逐 过 线性 闭路 的 赂 经; 
ewtf BD wR > pw) Dnth), 
依 引 理 4.5.15 及 4.5.16, 通过 已 ws) 中 鸭 政 从 
Piagwtf DR Pap BONDR, 
这 时 R 二 P(tpnw(h)), 


今 计 算 PLCpnt1)}。 注意 
局 
Snap pp 0...0 
un(f) = We 3 
0 
一 多 Pa 
通过 线性 闭路 的 路 答 
fe。 — p00) 


.0 J 0 


jf Cx) 0 0 


TE 


证 时 全 站， 


于 是 依 引 理 4.4.15 与 4.5.16, 通过 Piwiw《A) 中 的 路 径 : 
PlgnCf)) > PODBe,w — PPDe,n. 
对 P(ewtg)》 进行 同样 计算 ,可 见 在 P(A2 中， 
Fe,.wBR ~ Desw DER, 


因此 在 KCA) 中 ,，[p] 二 [4]. 

今 奋 所 [一 [9 一 所 [区 ] 一 [9])》， 于 是 , AC([p 狼 9']) 一 
A([PDBq9])。 依 上 面 所 证 ，[pBY] 一 [四 9]。 轩 此 在 六 
m，[b] 一 T9] 一 [一 [9]。 即 有 是 一 一 的 。 

至 此 , 我们 完成 了 Bott 周期 省 定理 4.5.4 的 全 部 证 明 。 

注 Bott 周期 性 定理 是 天 理论 的 中 心 定 理 ， 这 方 匠 的 文献 很 
多 , 例 参 见 [51,[331。 


§ 5.5 六 项 循环 的 正 合 列 
设 4 是 Banach 代数 ,J 是 用 作 闭 汉 侧 理 想 , 我 们 有 正 合 列 


1 A TA/ 
a 
SJ > SA > SA/ST = $CANY. 
由 于 ow 《定理 4.4.5) 及 (定居 4.5.4) 是 自然 同 构 ， 有 又 由 六 项 正 合 
列 (定理 4.4.2), 我 们 有 


RA Tw RAY RCANS) 人 RCAY rR CA 
8 | 8] 8 a a a 
PT 34) 于 六 CSCAIIN -< CE 一 > RSA RCSCALIY) 
由 此 可 以 决定 间 术 8 一 a lo64o8， Ko(A1J) 一 人 RJ)， 使 得 上 面 
一 行 正 合 。 再 依 定 理 4.4.2 的 六 项 正 合 络 , 我 们 便 有 
定理 和 .5.22 设 A 是 Banach 和 代数 ,J 了 蚌 4 的 闭 汉 人 姻 理 息 , 则 
六 项 循 和 环 止 人 台 列 
就 _ CAY 站 
5 | j= Sen) 
并 (HA 下 A) < REL) 


由 烛 轨 玫 二 


注 ”本 定理 是 我 们 计算 关 群 的 基本 工具 。 


$6. 拓扑 天 理论 


$6.1 逆 变 函 子 大" 
定 汉 4.6.1 设 忆 是 紧 Hausdorff 空间 , 令 
KXY — Kt CIXY), 

这 里 C(X) 是 刁 上 复 值 连续 函数 的 全 体 , 依 被 大 横 为 范 数 ， 是 有 
单位 元 的 交换 Banach 代数 。 

我 们 已 经 讨论 过 范畴 间 的 直 变 呐 子 《定义 4.1.19)， 如 果 改 变 
“到 "的 方 同 ;或 有 道 变 国 子 的 概念 ， 伦 切 弛 说 , 设 CC，C 是 范畴 ， 
F; CC 一 C' 称 为 道 恋 冰 子 , 指 对 任意 的 4,BEObC, f EHomtA， 
8B), 让 FA, FBEOQbC 及 Fife Hom(ltF8,FAY)， 使 得 

Figof) = FloFg, Fl(lA) = 1rds 

vie HomtA,B), g EHom( B,CY. 

命题 4.6.2 (C1) K* 是 “ 紧 Hausdorff 空间 与 连续 且 和 但 ”的 
范 插 色 交换 群 与 群 亲 态 范畴 的 道 变 图 子 ; 

《22 天 是 同 伦 不 变 的 , 即 车 

PH: 其 一 了 ， _ 
这 里 X,Y 是 紧 Hausdorff 空间 ; 9，y% 是 到 了 的 连续 映 象 ; 
二 纱 意味 着 有 连续 肌 象 w: 基 X [4,1] 一 了， 使 得 wo 一 站 
一 由 ， 那 末 ，9p， 几 诱导 相 辣 的 同 起 

Pb, KAY) ~ KCX). 

证 (1) 设 X,Y 是 紧 Hausdorif 空间 ,FP 是 了 到 了 的 连 

续 映 象 , 令 
Cp Cx) 二 fplx)), VfECCY), rEX, 

则 gqg* 是 CCY) 到 CC(X) 的 保持 单位 元 的 同 态 ， 从 而 诱导 向 赤 
Pp Pp: KeACOYND = KOYD > KCOX) = KCCOX)),. 

(2) 显然 对 每 个 :Ef[0,1]，w# 是 CCY) 到 CCX) 的 保持 
单位 元 的 同 态 。 对 于 任何 的 f€E CCY)， 我 们 说 w#f 是 [0,11 到 


中 出 必 员 二 


C(X) 外 的 连续 映 象 。 事 实 上 ,对 任意 夯 定 的 xc [0,1] 及 8 之 04， 
由 于 Y 了 是 紧 的 ,因此 可 以 找到 了 的 有 限 开 覆 姜 1Y,}, 使 得 
i 一 JY) 二 5，YY 与 y 属于 周一 个 六 
自然 {fw YD} 是 X Xx [0,1] 的 开标 盖 。 对 任意 的 xE ,我 
科 可 以 找到 z 在 和 中 的 开 邻 域 Ts 在 [0， 1 中 的 开 邻 域 Li 
其 i, 使 得 
Ux VCw (CY,). . 
今 四 是 紧 的 ,从 而 有 X 关 的 有 限 开 覆 六 {VU;}， 使 得 对 得 个 j, 有 :在 
[4,1] 中 的 开 邻 域 Vj 及 某 i, 而 Uj Xx ViCw-Yi), 令 
V~ [rr; 
是 :在 10,I 中 的 开 邻 域 , 于 耳 对 任 御 的 1EV，x tf 久 ， 有 j 与 记 
使 得 
《区 (Crs EU; XK VOU XVCw (CY,), 
而 此 ， 
《wz wx)E Ys, fwtxst)) OO— jwtx,s))| < 6， 
即 
max| fwlx,1)) 一 fCw{rxss))! < EE, YiEV, 


这 说 明 wrj 是 [0,1] 到 CCX》 中 的 连续 上 遇 每 ， 

今 依 命题 42.3, gqg* 一 gpg 二 KACY) 一 KX) 证 
毕 ， 

注 ” 在 15}, [33] 中 , 天生) 是 通过 苹 上 向量 从 来 定义 的 。 由 
十 Serre-Swan 定 至 ,和 上 向 量 从 的 范 酶 与 P( CCX ( 见 定 义 
4.1.16) 是 等 价 的 。 因 此 ;我 们 天 (X)》 的 定义 ,虽然 没有 使 用 向 是 
从 的 本 语 , 但 实质 上 是 一 样 的 。 

现在 我 们 把 KK 推广 到 局 部 Hausdorff 空间 的 情形 。 首 
先 研 究 局 部 紧 空 间 的 范 桌 ,问题 在 于 应 尖 采 到 什么 样 的 “ 射 ?9 

定 必 46.3 设 和 ,YY 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,名称 刁 到 了 
(具有 定义 域 口 ) 的 真 映 象 , 指 UU 是 叉 的 开 于 集 , 和 是 0 到 YY 中 的 连 
续 爱 象 , 并 且 对 Y 了 的 任意 紧 子 集 玉 , 9 KK)CCU) 是 义 的 紧 子 集 . 
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我 们 把 局 部 紧 Hausdorff 空间 为 “事物 ”, 真 里 象 为“ 射 "的 洪 
栈 , 称 作为 局 部 紧 空间 的 范畴 。 

定义 46.4 CY 范 上 畴 ， 指 "过 物 "为 CF(X》, 这 里 到 是 任意 的 
局 部 紧 Hausdorff 空间 ,* 射 ” 汶 CFCX) 之 间 的 代数 同 态 。 

定 党 条 6.5 (下 ,xo) 称 汶 点 紧 空 间 , 拱 和 是 蓝 Hausdorfft 空 
司 ，xweX 是 固定 点 ,也 称 为 其 点 。 

演 虑 这样 的 “ 射 ”m: (XX,x0) 一 《90 这 里 四: 光一 了 是 
连续 的 ,并 且 p(x0) 一 %。 
之 为 点 闯 空 间 的 范 哮 。 

命题 46.6 范 涛 : 局 部 紧 空间 ,， 08?, 与 点 紧 空 间 , 是 相互 等 
价 的 。 

证 (1) 设 基 ,了 是 启 妆 了 紧 Hausdorff 沪 间 ,人 PP 是 了 到 YY， 
以 CX 的 开 子 代 ) 汶 定义 域 的 豆 甩 象 ， 定 义 问 恋 

Cr CelY) ~ COCR), 
对 任意 的 jE CFCY), 令 
Hm(x)), 如 x€U, 


Bx) — CPIFR) 一 1 1 站 


显然 上 限制 在 也 与 《XNU) 中 是 去 续 的 ， 为 了 证 明 & 在 时 中 是 连 
续 的 ,只 须 对 网 {zjC， 并 且 wi 一 x 六 VU， 证 上 朋 
Ex 站 一 f(x) 0 = ghr), 

由 于 ECFCY)， 这 又 只 坚 和 证明 在 中，of 区 一 co， 即 对 于 了 
的 任何 紧 子 集 KK, 要 和 守 找 指标 ix, 使 得 oz 六 下 ， 吧 有 环 。 由 
于 9 《KCCU) 是 久 的 紧 子 人 刀 ，x&U， 因 此 有 * 的 邻 域 六 ,使 
得 下 人 全 CK) 一 中， 于 是 可 找到 Pr， 使 得 x, EF，Yi 实 ix。 册 
,xi Ep KY, BI pr) EK, Vi lr, 

进而 我 们 指出 g € CFCX》， 即 车 在 入 中 ，% 一 00， 变 证 
&x1) 0。 对 尾 意 的 8 > 0, 有 7 的 紧 子 集 下, 使 得 |f{y)| < e， 
Vy 久 K。 今 py 必 K) 是 色 的 紧 子 集 , 于 是 有 ir, 使 得 yp 六 KEK》， 
Yi 之 lx。 因此 邵 困 1 空 开 ，x1 EV， 划 g(x &K。，。 由 此 ， 
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rj)| < WM ir x ty, 
sx)| = lo ey 
这 城 说 有明 gE ps) 

如 上 ,我们 决定 了 一 个 从 局 都 紧 空 间 范 贱 到 CT 范畴 的 遂 变 
雹 子 ， 

(2) 证 区 了 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 人 TT 是 CCY) 到 
CALX》 的 代数 同 态 , 命 

DU 一 {rtXITC* )(x) 在 CIY)》 上 不 恒 为 0， 
妇 果 xED， 将 有 fe Cr(Y),， 使 得 了 Th 站 Cs 关 0.， 依 连 续 性 ， 
将 有 * 在 和 中 的 邻 域 了 ,全 得 
了 《FE YA 0 Yr EY, 
因此 ，YCU。 这 说 明了 是 和 的 开 子 滞 。 对 任何 的 x EV， 莱 然 
TC*)(z) 是 CFY7) 上 的 非 零 葬 硅 泛 函 , 依 第 二 章 43 例 1 的 讨 
论 ; 将 有 了 唯一 的 pgCx) EY ， 便 得 
大 中 一 TCD， YE ECFCYD), 

文 样 我 们 便 定 义 了 爱 象 p:U 一 了 Y。 设 在 口中 ,> xz， 于 是 ， 
FptxD) = TOOCED > TOC) = Hp(e)), VECICY). 
由 此 攻克 在 了 中 ，Pkzr) 一 p(x)， 这 说 明 wg: UU 一 YY 了 是 连 续 的 。 

刀 采 天 是 了 的 时 子 集 , 对 于 yy 《KXCUVDY 中 的 任何 网 {x1}， 
到 px € 下，YWI， 由 于 下 紧 , 可 设 在 天 中 ，qp(*y) 一 7。 由 于 入 
是 局 部 紧 的 ,必要 时 代 以 子 网 ,又 可 设 x 一 00 或 其 YEX。 如 果 
wo00, NW fpexn) = TOOCrD 一 0， 于 是 jty) = 0, vie 
CPCY), 这 不 可 能 。 因 此 x 一 XEX， 如 果 x&D, 则 TC 站 (x) = 
0， 妈 TCA)(zx/) 一 0， 进而 f(y) 一 0，Yf Ee CI(ZY)， 又 发 生 巴 
秆 。 因此 x ED， 此 外 ，g: U 一 YY 是 连续 的 ，gp 区 天) 是 区 的 
闭 子 集 ， 叉 [xp 六 让 ),， 因此 ,x Em KK)， 以 上 说 明 pp KY》 
是 紧 的 . 

这 样 ,由 了 : CCY) 一 CY(X》， 我 们 得 到 真 耽 得 

Pp: UCX)—r YY, 

并 且 依 五 的 定义 ,可 见 T= (Cp》 
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看 (1J,《2) 局 部 紧 空 间 的 范畴 与 Ci 范畴 是 相互 等 价 的 ， 
(3) 设 X 了 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,中 是 和 到 了 的 真 瑞 
繁 , 定 义 域 为 耻 的 开 于 集 U, 令 入 一 和 Ufa， 全 一 了 Ut{y} 分 
别 是 X,Y 的 一 点 紧 化 ， 审 : 〔〈 台 ,xzo) 一 (个, 为 
PF), A EU, 
PO 一 请 加 xE\D, 
为 了 证 明 旬 是 连续 的 , 只 须 对 x ED 一 x EV， 证明 (zx) = 
TA) 一 加， 即 对 了 的 任意 紧 子 集 关 , 要 找 1x， 使 得 p(x1) 所 类 
或 者 zi 人民)，Yi 富 Jr， 如果 二 一 区， 由 于 pKK) 是 的 
时 于 集 , 这 将 不 成 问题 ;如果 xe XU， 由 于 qgK)CU， 将 有 
z+ 的 邻 域 了, 使 得 了 和 wp Ky ~ SB。 从 而 有 下， 使 得 xiEV， 
以 然 zp KK), Vi fx。 总 之 , 争 是 (Kt, x) 到 CY,y) 的 
“ 射 ”。 
《4) 设 《 及 . 加 )，(?，))》 是 点 紧 空 间 ， 虽 : 太一 他 是 连续 
的 :并 且 (x0) -= Yn, 令 针 oe 愧 \{x}， Y= ?\{y}, 将 是 局 部 
紧 空间 ,而 叉 , 了 分 别 是 它们 的 一 点 紧 化 。 再 命 
Uo~= 7) 
是 义 的 开 子 僻 , 以 及 Xo 0, 又 仿 
P= PU, UY 
自然 是 连续 的。 如 果 下 是 了 的 紧 子 集 , 设 {zx} 是 oo) 中 的 
任意 网 ， 由 于 对 是 紧 的 ， 必 要 有 时代 以 子 网 ， 可 设 x 一 中 
pz 一 B(x) 一 yy， 如 果 + 科 避 一 名 必 OY)， 则 与 名 lx) 一 y EK 相 
矛 硝 ,因此 ,x EU 今 g KK) 是 避 的 闭 子 集 , 因此 ,x ee K). 
这 说 明 mm 《KK) 是 紧 的 。 
这 样 ,PF 是 处 到 YY 了 的 走 吴 象 ,具有 定义 域 上 ,并 和 且 
PKR) = 474, 
p(x), vxeU, 
$0*) 一 b. Yr € DU, 
由 (3),《4), 局 部 上 紧 空 间 的 范畴 与 点 紧 空 间 的 范 旦 是 相互 等 价 


LL 


定义 4.6.7 设 区 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , 号 一 Jj {+} 
是 于 芍 一 瓜 紧 化。 命 
KIX) oo keri*, 
这 里 i: {#0}5--> 龙 是 修 入 里 象 ,诱导 同 态 
i*;， KK(R) -> KC{x0}), 
注 CCRK) 一 CPCXK)TC, COr0}) = CC, 
诸 ，CCR) = CFOXITFC— C= Cn}), 
因此 ,这 里 K(X》 的 定 疼 正 是 定义 4.2.4 的 特殊 情形 , 即 
z K(X) 一 RCHKX). 

命题 46.8 《1) 定义 4.6.7 是 定义 4.6.1 的 推广 , 换言之 ， 如 
果 久 是 紧 Hausdorff 空间 , 则 依 定义 4.6.1 上 与 4.6.7 的 CX) 是 
相互 间 构 的 ; 

(2) KK 是 局 部 紧 空 间 的 范畴 到 交换 群 范畴 的 逆 变 孟子 ; 

《3) 天 ”是 疝 伦 不 变 的 , 即 若 

Po: XY, 
这 里 针 , 了 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ; yp, 由 是 蔷 到 了 的 真 喘 象 ; 
Pm 之 中 指 外 之 让 证 一 疗 《( 风 命题 4.6.6 的 证 明 )， 则 p, 由 诱导 
相同 的 同 态 gp* 一 9， 天 (Y) 一 K(X), 

证 ” 依 命 题 4.2.5 的 (3),(),(5) 与 命题 4.6.6 妆 见 ， 

引 理 46.9 证 基 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,了 是 处 的 闭 子 
集 , 令 A 一 Co(X), T= {f€AIIYD) = 0}, 则 f+ J (1Y) 
CvfE 4) 实现 等 距 同 构 4 守 C5(Y); f= (HX\Y) (vieED 
实现 等 距 同 构 7 衬 CFCX\Y). 

证 明 留 给 读者 ， 

命题 4.6.10 设 忆 是 局 部 紧 Hausdorff 人 空间、，Y 是 和 的 闭 子 
入 3 1 Yc_>XX 是 容 人 了 暴 象 ;7# 是 义 到 《XN\Y》 的 真 蜡 和 象 、 它 的 
定义 域 为 (XN\Y)， 且 在 (X\Y) 上 是 恒 等 映 象 , 则 我 们 有 正 合 列 

KCX\Y) > KCX) 一 > KYY. 

证 ”由 定理 4.2.7 与 引 理 4.6.9 立 抑 ， 
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$62 道 变 范 子 天 


罕 关 和 6.11 设 和 是 紧 Hausdorff 空 们 ; 令 
K(X) = KI(CCLX)), 

命题 46.12 (1) K-! 是 “ 紧 Hausdorff 空间 ”范畴 到 "交换 
群 "范畴 的 送 变 函 子 ; 

(2) K"! 是 同 伦 不 变 的 (其 意义 与 命题 1.6.2 相信 )， 

证 ”出 命题 4.3.5, 证 明 与 命题 4.6.2 相仿 ， 

注 “ 对 于 有 单位 元 的 Banach 代数 4，KK4) 还 有 一 种 等 
价 的 定义 。 令 

To {BelE ERA aE Au(CE)} 

这 里 P(A》 见 定义 4.1.16，Aut() 是 台中 模 自 同 构 的 全 体 . 仿 
[33], 在 T 中 引入 等 价 美 系 ， 并 在 Ti~ 中 引 和 人 加 法 ， 将 可 以 证 明 
KCAY 空 Ti~， 当 有 一 COXY , 由 Serre-Swan 完 刘 可 坝 , 屋 
然 我 们 -CX》 的 定义 未 曾 洁 用 向 且 从 的 术语 , 但 实质 上 与 133] 
中 定 浆 是 一 到 的 ， 

定义 4.6.13 设 久 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,， 一 XU{xo} 
是 义 的 一 点 紧 化 , 命 

KX) = keri*, 
这 里 i: {xo}c--> 旋 是 驹 人 映 复 ,诱导 同 态 
i*, KR) > Kx}). 

由 于 定义 4.6.7? 下 面 的 注 , 同 洋 有 KCX) 一 访 (C?CX)》。 由 

于 KA{w6}) 一 KCC) 是 平凡 的 ,又 由 定义 4.3.6, 可 网 
KY KR) RCCECKXY) = KCCCR)). 

命题 4.6.14 (1) 定义 4.6.13 是 定义 4.6.11 的 推广 。 换言之 ， 
吉 时 总 是 紧 Hausdorff 空间 ,; 则 六 定 光 4.6.11 写 4.6.13 的 KCXY》 
是 相互 闻 构 的 ; 

(2) 下 -+ 是 “局 部 紧 空 间 ” 的 范 屿 到 “交换 群 ”范畴 的 逆 变 项 
主 ; 

(3) 七 ”是 同 伦 不 变 的 (其 意义 与 命题 4.6.8 相仿), 

时 


证 依 命题 4.3.7 与 命题 4.6.6 立 见 ， 
命题 46.15 设 和 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，Y 是 于 的 半 子 
集 ; 1 了 cz 外 是 媒人 喘 象 ;二 是 各 到 〈XNY) 的 真 映 象 《与 命 
题 4.6.10 中 相 司 ), 则 我 们 有 正 合 列 
KX\Y) -> K(X) -一 > KY). 
证 ”由 定理 4.3.8 与 引 理 4.6.9 立 见 ， 


$6.3 天 与 天 一 之 间 的 关系 


命题 4.6.16 设 和 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,Y 是 和 的 闭 子 
集 ， 则 有 连接 疝 态 6， 天 7 一 KKXAY7， 使 得 于 面 的 六 项 列 
正 侣 

民 mCXNY) or 天 -HEY) -二 天 -KKY) > KeCXNY 
> K(X) 一 > KCY), 

证 ” 几 定 理 4.4.2 诗风 。 

定义 4.6.17 设 和 是 局 朗 紧 Hausdorff 空间 , 记 SX 一色 Xx 
BR, 称 为 多 也 ( 约 化 ) 双 和 角 锥 。 依 积 拓 扑 , 它 仍然 是 局 部 紧 Hausdo- 
rff 空间 。 对 一 般 的 正 整 数 x, 我 们 记 

SE a SCS*IN) eX Xx RB", 

引 理 46.18 设 义 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，4 = C7(XY， 

则 | 
SS 

这 里 34 见 定 义 4.4.3. 

证 有 归 留 给 读者 ( 清 注意 引 理 4.5.107。 

今 依 定理 4.4.5 与 上 面 的 引 理 ,我 们 有 

定理 46.19 存在 自然 的 同 构 c: KX) 一 《SX),， 这 时 
和 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 。 

于 是 在 同 构 的 意义 下 :我 们 可 以 作 

定 藉 4.20 设 和 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,，# 守 0, 邻 

天 -CT) 一 KoCSe 
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若 江 了 是 名 的 亲子 空间 ,jd KY) = KX\Y). 
由 定理 4.4.8, 我 们 有 
定理 406.21 设 科 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,，Y 是 总 的 闭 子 
集 , 则 有 长 正 合 询 
RAX,Y) > KX) -一 > Kn(Y) 


Xe 
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定理 #4.6.22 设 和 是 届 轴 时 Hausdorff 空间 ，Y 是 多 的 闭 子 
集 ，# 衬 0， 则 存在 月 热 的 同 构 
B: K "(X,Y) > KK" X,Y). 
i 让 ”由 定理 4.3.4 与 灾区 和 .5.20 并， 
注 至此， 我们 使 用 Banach 代数 的 方法 ， 得 到 了 拓扑 居 理 
论 ( 复 情形 ) 的 主要 结果 、 车 采 几 向 自从 的 语言 ,可 参见 [5],1331. 
此 外 ,近来 迅速 发展 的 算 子 代数 的 下 涅 论 , 可 参见 [6]， 
注 设 4 是 交换 Banach 代数 ,0 是 它 的 谱 空 间 ， 本章 $3 末 
已 指 出 
RCA) SS RCECO)N) 一 天 KG)， 
进而 由 Bott 凯 其 性 定理 , 语 昂 
KCA) = EKO), 


= 1 e 


第 五 章 Banach * 代数 


了 最 重要 的 一 类 特殊 的 Banach 代数 是 带 有 六 运算 的 Banach 

代数 , 它 满足 
(47 十 ry oir + yy"™, 
Cy) 一 多 汪 区 间 ， 交 刺 于 《区 尝 ?于 一 区 

这 里 +*,y 是 代数 中 的 任意 元 素 ,IE 4,m EC。 这 个 理论 中 最 为 罕 
出 的 是 :出 现 了 正 活 效 以 及 GNS 构造 等 重要 的 内 容 . 本 章 第 一 节 
过 论 交 换 的 简单 情形 ;第 二 贡 讨 论 # 运算 的 自动 连续 性 , 捐 遇 半 单 
纯 轩 , 立 将 成 立 ; 有 了 运 算 , 租 应 便 有 汪 表示 的 概念 。 换 言 之 , 半 
运算 表达 为 算 子 的 伴随 。 意 外 的 是 ,无 论 米 运算 是 否 连 续 , 人 得 Ba- 
nach 六 局 数 的 来 表示 总 自动 是 连续 的 (定理 5.3.6); 第 四 节 讨 论 
正 泛 阴 与 GNS 构造 等 重要 内 容 。 在 茶 种 意义 下 ,通过 正 泛 孙 ,可 
以 把 Banach 下 民 数 表达 为 Hilbert 空间 中 有 界线 性 算 子 的 次 
代数 ;第 五 节 讨 论 拓扑 不 可 约 * 表 示 与 纯 坊 之 间 的 关系 (注意 在 第 
一 章 第 四 市 ， 我 们 引信 过 代数 不 可 约 睹 示 的 概念 六 第 六 节 讨 论 
是 捷 粹 的 Banach 六 代数 ， 重 要 的 结果 有 是 Shirali-Ford 定理 
(5.6.6); 第 7 节 讨 论 H* 代数 ， 它 是 第 六 章 第 四 节 研 究 紧 群 的 重 
要 工具 ; 第 八 节 介绍 cf 代数 的 基础 。 ce* 代数 的 理论 已 成 为 近代 
数学 重 婴 向 活 聊 的 分 支 , 有 许多 盗 门 著作 ( 例 克 [12,38]》, 本 节 仅 
仅 是 在 前 区 章节 引入 的 概念 范围 中 ,来 讨论 对 于 c* 代数 的 进一步 
性 质 。 


§ 1 交换 的 Banach 半 代数 


本 节 中 设 4 是 变换 的 Banach 代数 ,0 是 它 的 谱 空 间 ， 


" iF» 


Wa € 4 开外, 如果 4 是 有 单位 元 的 , 则 这 个 间 凸 本 B84 为 94, 这 
里 是 4 的 Shiloy 边界 ( 见 定 多 2.6.4). 

证 前 者 显然 。 今 对 任意 的 ae 4， 

Imax{| to lpE Bs} = max{|d*tp) | |e€ O74} 
一 roa) = va) = la *)), 

这 里 利用 了 cle*) 一 oa) 的 简单 事实 。 因 此，8$ 也 是 所 的 边 
夫 , 从 而 ，94 廊 63。 进而 ，64 一 8%。 证 毕 ， 

目 然 要 同 , 何 时 .A 上 每 个 非 寒 乘法 汉 闲 都 是 亡 米 的 ( 即 p 一 
pr YPE )? 或 者 4 的 每 个 极 太 正则 理想 对 于 * 运 算是 否 都 是 
圭 六 的 ? 我 们 有 

命题 5.1.2 下 列 条 件 相 互 等 价 : 

《也 类 运算 是 厄 洲 的 ， 即 对 任意 的 好 一 AE 4， 有 oR)CR， 

(2) pm pt, WpE DS 

{3) 有 4 的 任何 极 大 正则 理想 对 米 圭 陆 ; 

(4) Gelfand 变换 a 一 训 -) 是 (4, 六》 到 CCYCO), 一 》 
的 六 同 态 ,这 里 bar 一 "表示 前 数 的 复 共 箔 ; 

(5) pa*o) = rq), vat 4, 

证 设 () 成 立 , 于 是 ， pC2) 一 pt 一 ph)， Yh 二 hE A， 


但 4 的 尾音 元 a 一 也 Ca +i 一 a*) 可 以 写成 自 伴 


元 的 线性 和 ,因此 ，p 一 p*，Yp€ 昌 ， 即 2) 也 成 立 。 反 之 ,如 果 
没 《2) 成 立 , (1) 显然 也 将 正确 ， 

设 《3) 成 立 , 于 是 ?的 零 空间 将 与 p* 的 零 空 间 相 辣 ,Yep & 00， 
但 非 零 乘 法 泛 画 与 极 大 正则 理想 是 一 一 对 应 的 ， 因 此 ，p 一 of， 
weEg， 即 (2) 也 成 立 。 反 之 ,如 果 设 (2) 成立, (3) 显然 也 将 正 
确 ， 

设 (2) 成 立 , 对 任意 的 a€ A (Cp) 二 pla*) = pla) ~ 
让 p)，YWp € QO， 这 说 明 (4) 也 是 正确 的 ， 

今 设 《4) 成 立 , 于 是 对 任意 的 ee 4，pla*) 一 pta)。 出 此 ， 

moata) 一 maxtllp(a*e)||pe 0} 
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一 max{ipCo) lip€ 9} = v0)’, 
YqeDQ， 即 (C5) 也 是 正确 的 。 
最 后 设 5) 成立 ,我 们 来 证 《1) 是 正确 的 , 若 不 然 , 将 有 让 一 
hE 4， 其 谱 并 非 完 全 由 实 煞 组 成 ， 于 是 无 站 设 有 pt 日 ， 使 得 
oT ti 这 里 1€ RR。 相 应 这 个 p, 可 分 解 
A4=J 二 [wl], 
这 里 了 基 的 咕 空 间 ， 也 是 4 的 极 太 正则 理想 ; # 是 了 的 摸 单位 
元 ,并 且 pw) 一 1， 令 
pk 天 站 8 
则 区 好 一 下 1 十 2r。 从 而 由 茶 件 (5)， 
《1 十 站) 一 | Ps CE 一 区 
= yh A wr) 
< Cr) 十 + rw). 
于 是 对 任意 的 正 整 数 zz 有 
(1 ta) < CC + NY 4 par), 
令 和 一 十 co， 则 (二 os 十 1 十 玫 或 
1 十 2 站 《2 让 十 | 了 YY 
这 是 不 可 能 的 ， 四 此 (17) 也 是 正确 的 。 证 毕 . 
命题 5.1.3 车 4 是 半 单 纯 的 交换 Banach 六 代数 , 则 # 运算 
自动 是 连续 的 。 
证 设 es->0，dgx ->0， 对 任意 的 _p6 号 ， 
[pCa*)| 委 pla.)| |pla, — a*)| 
= |ptas)|l 十 |P 8 一 人 | 
< all 二 las — all — 0, 


关上 此 ，ple*)》 一 0，Ypet 如 今 A 是 米 单 纯 的 ,从 而 让 一 0,a 一 
0。 这 说 明 站 运算 是 实 Banach 空间 .4 中 的 { 实 线 性 ) 闭 算 子 ， 因 
此 ,内 是 连续 的 ， 证 毕 ， 

注 “ 肖 有 更 一 般 的 结论 , 见 定理 5.2,2。 

命题 5.1.4 设 A 是 Banach 六 代数 ,8 是 4 的 极 太 交换 的 
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子 代数 , 则 如 是 闭 的 ,并 有 卫 对 任 郊 的 bE€ 8B, ob) 一 ox(6), 

证 设 世 是 中 的 闭 色 ，xE 下， 于 是 ，xy 一 yx，WyE€ BB。 但 
8 对 六 是 封闭 的 ,因此 ，x*y 一 yx*,YVy€ 了。 如果 xsE 昌 xs 一 2 
则 又 可 砚 x 一 xx ， 尖 此 ，{x* ,#8} 可 以 生成 包 合 BB 的 交换 
x* 子 代数 ， 再 依 了 的 极 大 性 ，x& ,如 一世 是 闭 的 。 此 外 ， 
由 于 ol8*) 一 ot8)， 仿 命题 1.2.11 的 证 有 明 , 可 见 ol8) 一 gg(2)， 
V5e B。 证 毕 ， 


$ 2，、 冰 运算 的 连续 性 


命题 52.1 设 4 是 Banach 六 代数 , 则 下 列 条 忻 是 相互 等 价 
的 :+ 

(1) 朱 运 算 ( 依 范 数 ) 是 连续 的 ; 

(2) {fe A*|f 一 了 *) 分 离 4， 即 对 任意 的 0 中 we4， 有 
1 一 j*E€ A*， 使 得 f(a) 关 0， 这 里 巷 定义 为 Ce) 一 所 c5， 
Ye € 4 《注意 有 有 这样 简单 的 害 实 ; 了 一 f+， 当 且 仅 当 ，HCER， 
WH* ope A); 

(3) An = {hE€ A 有 一 《A 的 自 伴 元 全 体 》 是 4 的 闭 子 
集 ， 

证 设 (D 成 并 于是, 1*《A*，YWf EA。 由 此 和 任意 的 
je 4 人， 可 以 写成 了 一 了 十 1:; 这 里 J 王 EA*,j 一 1,2, 自 
然 4* 分 离 4, 因此 (2) 也 成 立 ， 

设 (2) 成 立 ,， 乳 开 所 下 8 和 十 语 , 这 里 一 ga， 5* 呈 5 于 
是 对 任意 的 六 一 Ed 

fo) 十 开拓 8 一 lim 大 下 一 Im (下 
一 limf(h,) 一 fo) — if(5), 
因此 ， 藉 划一 0，Y 产 一 全 。 依 条 件 (2)， 6 瑟 0。 因 此 4 
是 闭 子 集 , 即 《37 是 正确 的 ， 
最 后 设 (3) 成 立 , 并 设 a, 一 0，4 一 2。 于 是 


《as 十 5， 


4 


内 于 4 是 闭 的 ， 因 此 ，8@* 一 gg CC 一 ij6)* 开 一 8。 从 而 4 一 0. 
这 说 明 * 运算 是 实 Banach 空间 4 中 的 ( 实 线 性 ) 闭 算 子 ,因此 , 半 
是 连续 的 , 即 1) 是 正确 的 。 证 红 ，。 
定理 .2.2 若 4 是 半 单 纯 的 Banach 来 代数 , 则 米 运 算 自 动 
证 令 je 一 上 a 村 ，Ya A, 且 《4,1 仍然 是 Banach 
代数 ， 今 依 Johnson 定理 1.9.6, |， 上 ~* ll, 即 才 有明 #* 是 连续 


$ 3 来 表示 的 自动 连续 性 


定义 5.3.1 设 4 是 有 单位 元 # 的 代数 ，xE€ <， 定义 # 的 谱 

集 
ow = [AECICx — 在 4 中 无 道 )， 
如 有 果 4 没有 单位 元 ， EA 的 谱 集 OCX)s 指 x* 作 为 A 一 A 二 
元 的 谱 集 , 即 
oO) 一 Gdiks)， 

引 理 5.3.2 设 4 是 代数 ，xERd)， 则 atx) 一 10|， 

证 由于 及 人 一 RCA1)， 裁定 义 5.3.1， 可 以 假定 4 有 单 
位 元 “<， 依 定理 1.4.14，(e 十 yx) 在 4 中 有 逆 ，Wy € 4。 特 别 对 


任意 的 0 闯 4€C, 可 见 ke 一 二 xz ) 在 有 4 中 有 逆 , 即 4 乓 fs)。 


因此 ，atx)C40}，。 另 一 方面 ，RCA) 是 4 的 双 侧 理想 ， 因 此 ， 
x& RLA) 是 不 可 能 有 道 的 ,从 而 ，olx) 一 10}， 证 毕 ， 

引 理 5.3.3 设 久 是 Hilbert 空间 ,多 是 了 如) (好 中 
的 有 和 赛 线性 说 子 全 体 ) 的 * 子 代数 (* 指 算 子 的 伴随 》 

《1) 作为 代数 ， 是 半 单 纯 的 ; 

C2》 如 果 | | 是 多 上 的 一 个 范 数 , 使 得 《〈《 ,| 1) 成 为 Ba- 
nach 代数 , 则 

la vi Ca*a), 
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这 里 lel 是。 作为 2 中 有 愉 线 性 管子 风范 数 ，tIKese)》 是 aa 
作为 【 静 ,| 1) 元 素 的 详 半 和 杜 ，vwae 名, 

证 (1) 依 命题 1.4.12, 泡 妨 设 玉 中 的 恒 等 算 子 上 更. 让 
贸 是 鲍 在 BC ) 中 依 算 村 范 数 上 | 的 闭 包 . 今 设 x€ RL 纺 )， 
自然 x*x€ RCD), 凡 及 or*x) 坟 oslx*x), 依 引 理 5.3.2 clx**) 一 
{10} ， 因 此 ，szlx*x) 一 {0}，。 特 别 地 ，x*x 作为 元 的 谱 半 径 
vr) lim 一 0， 恒 然 ，|lx*x| 一 vx"x) 二 |x， 
因此 ,x* 一 0， 到 RC( 妇 ) 一 :0}， 刻 是 半 单 纯 的 . 

(2) 设 a 号 ， 于是， wa*q 作为 Banach 代 狼 (多,1'|} 元 
的 谱 集 与 a*a 作为 抽象 代数 吕 元 的 谱 集 cola*e) (定义 5.3.1) 
十 一 致 的 ， 记 碟 是 训 存 BE ) 中 依 算 子 范 数 中 | 的 闭 包 ,于 
是 


atera Doyta*d), 
和 而， 
Pe) HT 林芝 = ml 人 as ae 加 
= ja*all = loa]’, 
证 埠 ， 


定义 5.3.4 设 .A 是 Banach 关 代 数 ，{fr ，2E ) 称 汶 4 的 六 
表示 , 指 x 是 4 到 有 2) 的 娄 同 态 , 这 里 如 " 是 Hilbert 空间 ， 
BE ) 是 家 中 有 卉 线性 算 子 的 全 体 , 依 算 子 范 数 与 算 子 伴随 ， 
BC ) 也 是 Banach 玉民 数 ,z 是 业 同 羯 即 

xr{iet ge) = lrto) 十 pxts), 
Tab) = rortb), TA) = rta)’, 
YE C0,bE A xf 六 是 ae D)) 的 算 子 伴随 ， 

引 理 5.3.5 没 4 是 Banach 六 代数 ，{zr yw 这 是 4 的 林 表 
未 , 则 了 一 kerzr 一 {ec4dlrfoy 一 0 是 4 的 闭关 双 侧 理想 ， 并 
RCA)CJ. 

证 记 多 一 x(4)， 它 是 妈 : 代 ) 的 * 子 代数 ， 依 引 理 
5.3.3。 红 是 半 单 纯 的 ， 

设 了 是 了 的 闭 包 ，eej 对 任意 的 x& 4， 出 于 xa £7， 因 
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此 有 beJ， 使 得 lza 一 站 之 1， 于是，(1 一 (zxa 一切 ) 在 
A 十 忆 中 有 道人 1 一 3)， 这 里 yy A， 即 
{xa — by — yxra— bm {rom—8) + y, 
由 于 5EJj 一 kerr， 从 而 
rxa)rty) = x lyr (wa) = r(xa) t+ x ty), 
因此 ,tl 一 x (x)xta)) 在 习 十 C 中 有 北 (1 一 (yy)) ,Vs (%)E€ 
Tz(A) 一 帮 ， 依 命题 1.4.16，x (qa) € RE 妇 ) 一 140}， 因 此 ,a €J， 
了 一 了 是 闭 的 ， 
今 若 eE RCA)， 依 命题 1.4.16，(1 一 xa) 在 4 十 C 中 有 
道 ，YVx EA. 雁 砷 (1 一 x (wxta)) 在 号 十 和 中 有 道 ,，Ys (xz 
(A) 中 名 。 再 农 命题 1.4.16，xta)€ RD 区 ) 一 0}。 因此 ， 
a€J， 即 RCA)CJ， 谁 堵 ， 
定理 5.3.6 设 如 尾 Banach 六 代数，{z,E} 是 4 的 半 来 
示 , 则 = 自动 是 4 市 BE ) 的 连续 映 象 ， 
证 依 引 理 5.3.5， 了 一 KEer x 是 4 的 有 本 双 侧 理 想 。 于 是 ， 
二 /J 也 自然 地 成 为 Banach 米 人 代数。 如 果 由 诱导 41J 的 * 表 
示 ,如 |]}, 则 计 将 是 A/J 到 名 一 x(A4) 上 的 * 同 构 。 把 4j 
了 上 的 范 数 通过 前 面 的 同 构 转嫁 到 更 上 ， 记 这 个 范 数 为 | .| ,于 
是 (名 ,|]'|)》 将 为 Banach 代数 。 
依 31 理 5.3.3, 雏 是 半 单 纯 的 ， 再 贿 定 理 522, 在 和 名 中 ,六 
运算 依 | "| 是 连续 和 的， 从 而 有 常数 天 > 0, 使 得 
la*| Kle|l, Yae YZ, 
又 依 引 理 5.3.3， 
jaf < ve va) < Nato] < 184。 jal < Klal’, 
记 村 一 天 则 el 所 Mlal ,Ye€ PB、 换 言 之 ， 
lz MIz(r)| — MAT) 
一 Ml Mlxll, 
YxE A， 这 里 #* 是 并 4) 在 4 中 的 象 。 这 就 说 明王 是 连续 
的 ， 证 毕 ， 
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4. 正 泛 函 的 GNS 构造 及 其 连续 性 


定义 5.4.1 设 4 是 Banach 代数 , 4 工 的 线性 泛 函 了 称 为 

正 的 , 记 作 了 于 衬 0， 指 
Hoto) 0, Yat A., 

如 时 f 守 0,，85€4, 记 f(D) 一 A6*+5)， 则 js 显然 化 是 
4 上 的 正 沁 区， 

引 理 .4.2 (CFord95》 设 4 是 有 单位 元 的 Banach 米 代 
狼 ，f 一 EA 并且 ce 一 h) 之 1 ， 基 存在 唯一 的 如 一 下 EL 
使 得 

Rh, ve mk) 1, 
并 且 丰 可 以 为 下 的 多 项 式 任意 地 逼近 . 

证 ” 依 命 题 2.8.3 的 (2), 存在 唯一 的 XE 4， 使 得 如 一 交 
ve 一 不 ) 二 1， 并 有 日 六 可 以 为 的 多 项 式 尾 意 地 允 近 ， 

男 一 方面 ,KY* 仍然 满足 ; K* 一 DD* 呈 计 一 有 及 ve 一 
外 一 Me 一 &)< 到 TI， 因此 由 唯一 性 ， 寺 一 《。 证 毕 . 

命题 543 设 f 蚌 Banach 中 代数 4 上 上 的 正 线性 泛 冰 ，c5， 
hE 4， 并 县 下 一 天 ， 则 

(1) fb*a) — fla*h); 

(2 (Schwartz 不 等 式 ) | 大 5) < fa*a)f BY) 

(3 | 四 《下 | < AbD ILCEY; 

(4) Fe Hb*b)r Cara)?, 

证 设 4,pEC, ww 一 4g 十 5， 于 是 fCwtw) 之 0， 即 

[aio sa} FF Agfa*b) + Ba 十 | 天 12 2 0, 
如 取 4 一 一 1 则 (fa 5) 十 65*a))téER， 即 

ImfCa*bp) = —Imi(p*e), 
如 取 1 瑟 1，5 一 1， 则 开拓 z*5) 一 于 Bee 有著 
Ref(atb} = Ref htea). 
因此 ，f(a*2) 一 JC5+a)， 此 即 《1)。 


二 让 


又 乍 上 面 , 令 产 一 1，45&R， 依 判别 式 可 见 
| 有 Re 所 < 捧 eg) 
代 以 适当 的 ce， 使 得 eCo*5) 一 |flo*56)|。 于 是 得 到 
(2). 
《37 无 妨 设 民有 二 1， 于 是 在 4 十 C 中 ， 
2 元 1 十 站 < 1 
依 引 理 5.42, 将 有 p* 一 p，g* 一 ge4， 使 得 
Cl—p) =1—k, (lo)=1 十 及 
令 
ul—pe, v= (I— 9), 
于 是 
Hn bl BB vp = bp*(T + Yb, 
从 语 ，FCBE*CIEA)B) 0, BH fA) ff"6), 
(4) 由 (2),C3)，, 
[GD = [HB ab)| < fb rarab dT bb) 
< OhY va a), 证 毕 。 
对 Banach 生计 数 4 , 及 4 上 的 正 线性 江阴 7, 我 们 在 GNS 
(Gelfand-Naimark-Segal》 构造 ， 即 通过 了 来 构 造 4 的 丰 表 示 ， 
其 过 程 如 下 。 令 
二 ec 好 Fere) 一 0}， 
它 称 为 于 的 左 核 。 由 Schwartz 不 等 式 ， 蔓 负 Li 是 4 的 左 理 往 . 
在 A4iLi 上 六 可 定义 内 积 
(a,5) — f(b*a), 
YaeE5 一 上 十 工 bEb =5T Lt AIL: 依 此 备 化 得 到 Hi- 
lbert 空间 (如 f,《,》)， 对 任意 的 ee 4， 定义 
riAa) = ab: AlLs > Al Li. 
做 命题 5.4.3， 
aro)Bl = fb*arahy) = f(a*a) 
< Bp) ara) = vata ll’, 
YE 好 EL， 于 是 xyCa》 可 唯一 开拓 为 多 ri 中 的 有 界线 性 算 子 。 


» 3225 。 


奶 记 以 xAa),， 则 xa 所 Wa*a)， Wat A。 容易 证 明 
iris 如 是 4 的 六 表示 . 
定理 5.4.4 设 A 司 Banach 代数 ，f 是 4 上 下 的 正 线 性 泛 
函 , 则 有 4 的 关 表 示 frzpPE 姨 中， 使 得 
fa) 一 《mmfa]2 8。YwYaypc 
特 列 当 4 有 单位 元 = 时 ,2 是 关 表 示 {wi 2 让 的 镍 环 矢 《 即 
zx 氏 AA)2 在 .多 中 笠 ), 并 且 
1a) = (ra)e,8), Ya€ A, 
定义 5.4.5 设 4 Banach #* 代数 ,4 上 的 线性 泛 图 上 称 为 
厄 米 的 , 指 了 一 六， 天 已 在 命题 5.2.1 中 定义 ， 
命题 有 4&6 设 了 是 Banach * 代 数 A 上 的 正 线 性 泛 函 , 则 对 
任意 的 BE€ 4， 思 是 4 上 连续 的 厄 米 正 泛 芳 。 特 别 地 ， 当 4 有 单 
位 元 时 , ff 本身 就 是 连续 厄 米 的 . 
证 ” 依 定理 5.4.4， |fCa)| 委 8*5)xrAa)1。 区 焦 定 埋 
5.3.6, zi 自动 是 连续 的 ,因此 , f; 是 连续 的 今 着 太一 有 EL 
fh) = Cx ho = Cb, rh)E) 
一 Cri(h Db) 一 fh), 
因此 , fj; 也 蚌 厄 杀 的 。 证 毕 ， 
命题 5.4.7 设 .4 是 Banach 末代 数 ，f 起 A 上 的 下 线性 泛 
函 。 为 了 能够 扩张 成 (4 十 CY 上 的 正 线 性 沁 冰 , 当 且 仅 当 ,是 
厄 米 的 ,并 且 存 在 正常 炽 天 , 使 得 | 所 Ki(o*a), Ye€ 4. 
证 必要 性 由 命题 5.46，f 是 厄 米 的 . 令 K 二 1)， 再 
由 Schwartz 不 等 式 (命题 5.4.3), 可 见 |e 所 Kio*o)， 
YoE 4, 
充分 性 令 术 1) 一 下， 于 是 ff 在 (4d 十 GC》 上 有 J 了 定义 , 今 
证 上 明 它 的 正 性 ， 对 任意 的 a € 4，4EC， 依 充分 性 的 和 尔 件 ， 
He A)*Ca t+ 40) = fa*g) + ZFCa) + 4f a) + [11K 
之 fa — 2|4| | 其] + 1711K 
> fa*a) — 214|KTf(aYe) 十 1241 到 
— (fa — |AlK"Y 0, 


二 汪 下 站 


因此 ,是 《4 十 C) 上 的 正 泛 画 。 证 毕 。 

定理 5.4.8 设 A4 是 Banach 水 代 数 ,并 且 包 含有 界 的 人 双全) 
下 近 单 位 元 ( 定 父 1.10.1), 则 4 上 在 辣 的 正 线性 证 图 了 是 连续 的 . 
此 外 ,和 若 末 是 连续 的 , 则 1* 一 

证 ” 依 极 人 公式 

4fCbac) 一 forssCa) — fe st Ca) TF iforiatCa) — if tCa), 

因此 , 依 命题 i.4.6，f(5，c) 是 4 上 的 连续 泛 函 ，W6 ,ct 4, 

今 若 a。 一 0， 依 定理 1.10.7。 可 写 
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从 而 ， 蕊 一 f(b wa ce 一 0， 即 了 是 连续 的 。 
今 设 六 是 连续 的 ，{e 吕 是 4 的 有 挤 这 近 单位 元 。 对 任意 的 
hE A， 于 是 efher 一 有 JOA) 一 lim flexhes)， 依 命题 


f* 是 厄 米 的 。 证 毕 , 

习题 
《1) 设 妈 是 有 单位 元 = 的 Banach 类 代 数 , 并 且 由 eli= 一 1， 所 一 
lel，Ya EA。 如 果 了 是 4 上 的 正 线性 泛 范 ， 岗 | 一 fe). 
《2) 设 4 是 Banach 洲 代数 ，le3 引 一 lal, Ya € A，{er} 二 .4 的 
一 通 近 单位 元 ,并 且 le 中 委 1, Vi。， 如 果 {是 4 上 芍 正 线性 涝 函 , 则 

Nf 一 lim f(erei) 一 lim 其 er 人 一 limfter). 

这 时 即 宁 命 其 一天， 这 由 天安 | 上， 则 子 将 是 《4 二 CE) 上 
的 正 线 性 沁 函 ， 


$ 3， 拓扑 不 可 约 # 表示 


定义 5.5.1 设 A 是 Banach 半 代 数 ，{zr ，22)} 是 A 的 米吉 
示 ， 它 称 为 拓扑 不 可 的 的 , 指 若 百 是 .22 的 亲子 空间 , 使 得 
TaeE EB, vae A, EEE, 则 避 瑟 10} 或 者 并， 


二 ET + 


我 们 已 经 给 出 代数 不 可 约 表 示 的 组 念 ( 见 定义 1.457， 显然 代 
数 不 可 约 必 然 是 拓 提 个 可 约 的 . 

命题 5.5.2 没 A 是 Banach 灶 伐 汝 ，{fr 如} 是 A 的 * 发 
示 , 则 frye 是 拓扑 未 可 约 的 , 当 且 仅 当 ，rfd 一 EE 
BOB Jprfa 一 ai，waecE 一 CI， 这 里 了 是 :多 中 的 异 
等 算 子 。 

证 设 <A 一 Cl，E(C* 巡 ) 是 x(A) 的 不 变 财 于 至 
间 , 是 儿 到 互 上 的 直 交 投影 , 山 

pr{loa) ~ (ra Dp — (parlor pt = parla)p = xta)p, 
Ya € A4， 因 此，pé xta) 一 I 由 此 ,FP 一 0 或 1, 即 五 一 { 人 0 
或 如 ， 从 而 ,7 是 拓扑 不 吕 约 的 。 

反之 , 设 * 是 拓 扩 个 可 约 的 , 若 直 交 投 影 p€ x(AY》, 则 E 一 
Pp” 将 十 的 不 恋 闭 子 空间 ， 由 于 “# 基 拓扑 不 可 约 的 , E 一 {0} 


或 22, 即 p0 或 1 如 果 鲜 一 AEr(4y， 设 一 | ae 


是 谱 分 解 、 则 易 见 erErfdy7，vLER。 依 前 面 所 证 ex 一 0 或 
1 ve 有 ， 因 此 ，8ECI 进而 可 见 xCAY 一 CI， 证 毕 ， 

系 5.5.3 如 采 4 是 交换 的 Banach ¥# 代数 ，{z; 媒 } 是 4 
的 括 盾 不 可 约 * 表示 ， 则 dng =1, 并 有 有 A 上 的 非 零 莱 浴 沁 
范 p; 使 得 

他 (人 pola)!, WeE A. 

证 ”出 命题 5.5.2 及 zk4Cmtd 立 见 ， 

引 理 .5.4 设 A 是 有 单位 元 < 的 Banach 站 代数 , f,g 是 4 
上 的 正 泛 图 ， 并且 于 空 8《 如 《一 引 是 4 上 的 正 泛 立 )。 如 案 
{ri, .开放 古 了 产生 的 于 表示 、 则 存在 礁 一 的 zE x 1(AY》,， 0 所 
rs 7， 使 得 

Bo) re Yat dA, 

证 没 Li; 工 ， 分 着 是 f ,8 的 左 核 ， 本 Fi 工 re， 我 休 方 可 

以 在 4 已 上 定义 共 罗 况 钱 性 渗 明 [:，- 
[8] 一 gb*a), WaoEn, pre AiLi, 


直 人 = 


并 依 Schwartz 不 等 式 
[[a,2] | < gC(b*b)ele*a) < fa*a)f (bo*s) 
一 li, 
Ya,6E€ A1Li， 从 而 可 唯一 问 定 + 一 1€ B( 雁 1) ,使 得 
14.8) — [8,8] = g(b*0), 
Ya， BE 4 这 出 《是 如 中 的 内 积 。 特别 地 ，g(0) 一 
Cr),2), Vat A. 又 
CmCa)rd ,iY = (1d,are) — gCe*ab) 
— (10b,2) = (tm(a)5, 2), 
2 是 任意 的 ， 因 此，rrifa) 一 mi(e)r Vat 4， 即 re€ wd), 
此 外 ， 
0 于 oa) = C4,8) SE f(ata) — 4,0), 
Yat AjL:， 因 此 0 所!1 志 1 证 毕 ， 
定义 5.5.5 设 4 是 有 单位 元 < 的 Banach * 代 数 , A 上 的 正 
沁 通 三 称 为 态 , 指 f(te) 一 1， 记 A 上 态 的 全 体 为 32 一 (4), 
依 命 题 5.4.6，2 将 是 A* 的 弱 # 闵 凸 子 集 ， 
fE 2S” 称 为 纯 态 , 损 je exE 这 里 ezS2 是 2 的 滁 点 集 ， 
定理 5.5.6 设 4 是 有 单位 元 6 的 Banach 米 伐 数 ，FE 2， 
{xr} 是 于 产生 的 业 表 示 ， 则 二 是 拓扑 不 可 约 的 ， 当 号 仅 当 ， 
5E er 
证 设 # 是 拓扑 不 可 约 的 , 而 了 一 ji 十 (1 一 外 和， 这 里 
hn jE 46 (0,1), 于 是 1 守 4j1， 依 引 理 5.5.4, 有 0&1€ 
x《A) ， 使 得 
fle) = Ctra)e,2), Yae A, 
久 依 命题 5.5.2,。 1 说 gj， 共 EC， 从 而 ， 
f(a) = ra]2s2》 一 pfla), Vat A, 
但 (te) 王 了 1) 一 1， 因 上 此， 一 1，j 一 所 一 fj,， 凤 说 朋 
FE exo 居 纯 窟 ， : 
反之 , 设 了 是 纯 G 态 ,，? 是 直 交 投影 是 pe nC4》, 以 及 PP 将 济 
或 I， 由 于 (A028 在 嫉 中 稠 ，p&# 天 0 天 全 一 加 2。 于 是 
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41= (pe,2) = |pall € C0,1), 
命 
f(a) = Cprta)e, E71, 
fsta) = CT — Prta)e, (1 — 4), 
Ya A， 于是, fi,fE 5 并且 了 了 一 4 十 (1 一 4)f;。 但 是 
纯 坊 ， a f 一 2 一 于 是 对 任 交 的 a € 4， 


i = 一 一 《pre aE,E) 


pa 


— jla*a) = fla*o) = rtadel’, 
即 pf4m 为 ?中 的 等 旧 算 子 ， 这 与 是 絮 ? 中 不 为 0， 工 的 直 
交 投 影 禁 矛盾。 因此 ，xCA)》 中 的 直 次 投影 只 能 是 0 或 上 再 站 
命题 5.352 的 证 明 ，zxtAY 于 CI， 基 x 是 拓扑 太 可 约 的 。 证 年 。 
命题 5.5.7 设 4 是 有 单位 元 * 的 交换 Banach 六 代数 ，f € 
5 ， 则 了 是 纯 的 , 当 且 权 当 , f 是 4 上 的 非 零 收 法 汉 函 ， 

证 ”必要 性 由 系 5.5.3 及 定理 5.5.6 立 见 ， 今 车 f 扔 非 零 乘 
法 的 ,又 fe 5 ， 依 命题 5.46，f 二 1*, 从 而 ,了 的 左 核 工 | 认 是 才 
的 零 空 间 RD 又 A 一 MR) FCe, dim A/Li ~ dimB j=!1, 
因此 , 后 是 拓 扩 不 可 约 的 。 依 定理 5.5.6，f &€ ex 。 证 毕 。 


§6. 厄 米 的 Banach 站 代 数 


定义 3.6.1 Banach 二 代数 4 称 为 应 洲 的 ， 指 ot 和 CR， 
Yh he A, 

显然 ,如 来 4 十 厄 米 的 , 则 《4 半 C)》 也 是 厄 米 的 ， 

定义 5.6.2 设 4 蚌 Banach 站 代数 ，eeE 用 ，# 称 为 正 瞧 , 记 
作 a 守 0 指 a? 一 a,， 并且 oCayCRi, 即 stn) 由 非 负 实数 
组 成 ， 

引 理 5.6.3 设 4 是 任意 的 代数 ，a,bé 4， 则 

TB) U0 ~ oba) U0}, 
证 无 闹 设 A 有 单位 元 e。 如 有 需 0 4&olob), 令 W 一 


本 时 由 


(8 一 15， 则 
(ba—— 1758G 一 ey (bung— eba— ec) 02 
因此 ，1 冯 ok5a)。 证 毕 ， 

引 理 5.6.4 《Ford) 设 4 是 有 单位 元 6 的 Banach 关 代 数 ， 
hE 4 日 天 0( 指 开关 0 日 0&ogi， 则 存在 2>0， 使 
得 好 一 上 且 # 可 以 为 上 的 多 项 式 任 意 有 逼近 。 

证 ”无妨 设 上 看 过 1， 于 是 ze 一 和 <1。 依 引 理 5.4.2， 
有 一 WE 用 ， 和 使 得 刀 一 天 ve 一 二 1， 并且 w 可 以 江天 
的 多 项 式 伍 写 地 过 近 . 

由 于 本 下 及 上 之 93， 因此 依 定理 1.6.5, stw}CR, 下 
0&ofw)。 及 由 VC 一 绢 达 1， 态 可见 # 之 0。 证 毕 。 

命题 5.6.5 设 4 是 厄 米 的 Banach 六 代数 , 则 : 

(1) va) EE pia*a), Vat A, 

C2) vORRY SS ORIPCR), VA rh, Ro ke A; 

(3) 如 果 atE A, 并 月 a 守 0, 8b 守 0, 由 (Ca 二 5 法 0, 
换言之 ,4 的 正 元 全 体 4+ 是 凸 钴 ， 

(4) ph + ROS rR Wh mh kK RE A 


C5) v (二 Ka 十 < yaora) rt, Yee A, 


证 ” 光 护 设 有 A 有 单位 元 e。 
《1) 对 任意 的 之 0, 令 
b= bo (vata) ey eo, 
只 须 证 明 共 5) 委 1. 
车 4€EC， 并 且 14 守 1. 记 ep 一 1 二 ， 则 困 引 理 56.3， 
HE | 
一 | ya*a) +t 8) War*a} < 1, 
由 于 4 是 厄 米 的 , 因 拷 《e 一 co*c) 与 (e 一 ce*) 均 >0， 依 引 理 
5.6.4。 有 wav > 0， 舍 得 
We te, me eer, 
注意 


a 3]* 


te 十 cy 一 6 一 afe tu et — cu i), 
(e— eet et ye tr et cv ps 
但 we 一 cw 与 ve* 一 cv '!， 是 反 自 伴 元 ,其 谱 由 纯 廊 
数组 成 ， 因 此 ,上 边 殉 个 等 式 的 右边 是 可 道 元 。 从 而 《e 一 ce)》 有 
左 、 右 逆 ， 即 1&ole)。 于 是 4 ol85)， 与 假定 相 陡 盾 。 所 以 
Hp) 1. 
2) 依 (1》 
DORRY < REE) = Bmll(RAR)" | 
— Lm|lACARRD® hE 
< 上 mm 让 站 生生 一 
一 般 地 有 
pORR) SE AE eR 
< | 2", 
令 x 一 00， 网 有 388) < yO)vCR),， 
《3) 注意 
{te 中 a 站 = (etalle+ ob 
— {eae eo gv)(le + b), 
这 里 ww 一 Cr 二 qj) ie py 一 (《e 十 六 ) 与 。 尼 然 Wn) 及 v9) 二 
1 人 恢 C2)， C145) 安 DCM 之 I， 因 此 ，(e 十 4 十 是 可 道 
的 , 划 《 一 1 六 age 十 5)。 同 理 证 明 尾 何 非 零 久 实数 所 ol 十 5)， 
又 4 是 厄 米 的 ,因此 ， ke 十 中) 之 0。 
《472 由 于 民有 2 士 大 之 0， 下 Je 十 下 芝 0， 依 53?， 
(PK 十 v(RDYe 寺 (十 让 之 0， 
则 区 下 十 页) < 区) 十 vCR), 


(5) 设 e 一 占 十 斌 ， 这 里 4 一 全 一人 十 ef 过 


六 Ca YY 4 ), 出 《3)， 


区 天 十 和 Je 一 下 一 (下 十 下 Je 一 (天 十 三 十 息 芝 有 
从 而 由 (4), 引 理 5.6.3， 


中 于 下 汪 


A 一 2) 二 以 本 十 克 ) 


一 二 va*s 十 20 二》 < 十 rCa*a) 
2 2 
十 二 baa*) 一 他 中华 了 3 


证 毕 。 

定理 6.6 设 4 是 Banach 类 代数 , 则 4 是 反 闪 的 ， 当 且 权 
当 ,WaE 4 

证 ” 斋 分 性 车 有 太一 hE A，o( 有 CR， 于 是 ，oCh*) 一 
oA7ER;。 这 与 大 守 0 的 假定 想 巴 盾 。 因此 ，rC(h#)CCR，、 即 
万 是 厄 米 的 . 

必要 性 ” 今 设 4 是 顾 洲 的 ,于 是 《4 二 DC) 也 是 厄 米 的 ， 因 此 
可 以 假定 4 有 单位 元 8- 

如 果 有 x€ 444， 使 得 

bd = inf{AIAE glx*x)} 0 
代 * 以 它 适当 的 正 倍数, 可 以 假定 
—1<5<= 二 !, 
3 
由 于 (一 1) 是 x*x 的 正则 点 , 旋 可 令 
4 2xte rtrd) 
于 是 ，y**? 一 4x*x(e 十 x*x)“。 因 此 
7 一 yy (eo— rtr)(e 十 
《7 7?C 一 co511， * 
另 一 方面 ， 设 9 一 六 十 城 ， 这 里 扩 二 入 一 下， 则 由 厄 米 处 
及 命题 5.6.5 的 (3)， 
er yy 2 一 yy) 
大 此，cCyy*)CL 一 1,00)。 人 再 由 3[ 型 3.6.3， 
oy*y TI—1,1], 
特别 由 定理 1.6.3， 
(1457(1 十 1, 


让， 


这 将 与 一 1<5 < 一 113 彬 矛盾 。 正 毕 。 

系 56.7 设 4 是 有 单位 元 的 Banach 米 代 数 , 则 4 是 后 米 
的 ,当日 充当 ，fte 十 x*x) 在 有 4 中 有 逆 ，Yxt A 

证 如 条-4 是 捷 洲 的 ，*E 44， 依 定理 5.6.6，x*x 之 0， 央 
此 ,te 十 xxz) 可 遂 ， 

反之 ;如 果 Ce 十 x*x)》 可 遂 ，Yx€ 4， 又 若 有 六 呈 hE 4， 
使 得 f€ ot) ， 于 是 CC 一 1) Eco， 从 而 十 大 一 2 十 有 在 
4 中 元 道 ,矛盾 ， 因 此, 4 是 后 米 的 。 证 毕 ， 

命题 3.6.8 设 4 是 厄 米 的 Banach <* 人 代数, 令 |ol 一 
aa Yat A4, 则 | :| 是 4 上 的 氢 范 ,并 二 满足 

las| 志 |al :|Bl, artal = | Vasbe Ad, 
证 对 任意 的 sa,8€ 4， 依 引 理 5.6.3 及 命题 5.6.5 的 (2)， 
[ab li 过 y(thtatab} 一 
< Bb): piasa) — |al:* [58|:, 
即 |as| < 1al*，15|。 依 命题 5.6.5 的 《47 z 
| 十 瑟 一 DCe FF pea Tt YY 
< pata} 十 vB*B) 十 vos + pray}, 
多 依 命 题 5.6.5 的 (5) 及 引 理 5.6.3， 
varp tt pra) E21ard| < 二 Fex|l "18| = 2}al *。 |51, 
因此 ，|s 十 5| 所 1a| 十 18。 最 后 ， 
lal = pa a) 一 区 asa) (ea) = la*al. 
证 毕 。 
定理 5.6.9 设 4 是 顾 米 的 Banach 末代 数 , 则 
ROAY = {aé Dzze = 0} 
一 站 {kerxr}x 类 4 的 拓扑 个 可 约 * 表示 】 

证 ”保留 命题 5.6.8 中 的 记号 |el 一 pCa*oe)， Vet A, 

设 ee Rd 于 是 a*ae R(A)， 依 命题 1.5.2, 0 wv(ora). 
反之， 如 果 ee A，vta*a) 一 0， 依 命题 5.6.5 的 (1)， 及 命 是 
356.8， 对 任意 的 b& A， 

vba) < pel SEB: ol = 0, 


和 


从 而 ，(〔1 十 5o) 在 4 上 AQ 中 可 逆 ，Y5E 4。 依 命题 1.4.16，ae 
RLA4)。， 因 此 
RECAY = {aé Alv(a*ra) = 0 = {oat A||al — 0}, 
依 引 理 5.3.5， 
RDC 门 {ferrlz 是 4 的 拓扑 不 可 约 末 表示 1} 

今 设 gE 4， 使 得 x(4) 一 0。Yx 是 4 的 拓 赴 不 可 约 站 表 
示 。 由 于 引 理 5.6.3，RCA) 是 A 的 * 双 侧 理 想 ， 于 是 ，4/ RCA) 
让 然 地 成 为 * 代数 。 如 在 4/RC4) 上 定义 

12 一 |e|, vee te AIRCAY. 

依 命题 5.6.8, 这 是 4/RCA》 上 的 e* 范 , 依 此 备 化 , 得 到 c* 代数 
B. 

对 于 所 给 的 age A4、 存 在 8 的 循环 的 拓 泪 不 可 约 * 表示 攻 ， 
2 省 ， 使 得 

al: 一 latol 一 letal = NzC2)s8l, 
今 定 浆 
mre a EEY, WeeE A, 
则 {xy } 也 是 4 的 六 表示 ,并 且 由 于 xCA) 一 (4/1RCA)) 在 
让 吾 ) 中 称 ， 因 此 ，{n,' 妇 了 世 是 A 的 拓扑 不 可 约 米 表示 ， 于 是 
依 如 的 性 质 ， 
1a 一 | 人 CSE 枯 一 re 站 下 一 0 

即 a€ Rd 以 而 ，RCAD 一 们 {kerxrlx 是 4 的 拓扑 不 可 约 凡 
表示 }。 证 毕 ， 

注 本 证 明 用 色 的 co* 代数 理论 可 见 命 题 5.8.21 后 面 的 注 . 此 
外 ,这 里 并 不 发 生 逻 辑 血 永 的 问题 。 

我 们 已 经 引进 了 访 的 概念 ( 定 交 5.3.5), 对 于 忆 米 的 情形 ， 态 
是 充分 多 的 。 

命题 5.6.10 设 4 是 有 单位 元 e 的 厄 米 的 Banach 灶 代 数 ， 

(1》 如 果 是 A 上 的 线性 沁 冰 ,fte) 一 1， 并 量 于 之 0， 
ve 产 0， 则 了 是 态 ; 

(22 如 果 六 型 和 € 用 ， 则 对 每 个 4E [4，4]，。 有 A 上 的 坊 


了 


p， 使 得 otf 人民 24， 这 里 和 一 mint 天 | PE 区 8， 和 一 max 
{el Each)}. 

证 (1》 由 A 是 厄 米 的 及 定理 5.6.6 这 见 。 

C2》 如 从 EE 是 .A 的 包含 6 的 线性 子 空间 ( 即 基 at€ 五, 也 有 
a*€ BE)， 上 上 的 线性 泛 范 1 称 为 B 上 的 恋 ， 指 f(e》 一， 并且 
站 80 Ya 守 0 及 seB, 

今 在 4 的 * 线 性 子 空间 [2,1 一 {ae 十 Ph6las 86 Ch 上 定义 
线性 泛 阅 p: 

ploe + Bh) xt Has Vasdete CG. 
我 们 说 P 是 [e,#] 上 的 态 .事实 上 ,如 果 we 十 据守 0， 则 te 十 
Ph) 与 《ae 十 pa) 均 守 0。 又 《aa 十 6 介 于 (a 十 Bh) 与 
Ca 十 8) 之 疗 , 因 此 ,a 十 忆 空 90， 命 
五 是 4 的 包 售 Le 下] 光环 于 空间 上， 
并 一 te oo) PE 是 互 上 的 态 , 并 且 ps| [e ,aA] 一 } 
在 台中 3 引 作 偏 序 ，(E ,pg) 之 (FF ,py) 指 
E 二 FF ,并 上 pa|F 一 pr, 

易 见 儿 是 非 空 的 , 并 且 其 任意 的 全 序 子 代 有 上 当 ， 从 而 依 Zorn 
辅 理 , 络 有 要 大 元 【了 :pg 今 内 须 汪 明 一 A, 

若 不 然 ; 撑 有 不 &E,， 邻 呈 下 有 二 CK， 由 于 et EE, 集 
合 ，{ 古 E 丰 二 所 攻 及 eeEler 空 4k 人 是 非 空 的 。 注 意 如 2seE 
下 ,< 和》 大 sc 由 命题 5.6.5 的 (3)， 

一 二 一 《er 一 上 十 (一 下 之 0 
因此 ，pgt5 一 牛 字 0 或 pgkay 安 pakc) 于 是 我 们 可 以 定义 
了 上 的 线性 这 通 pr， 使 得 pr| 瑟 一 pg， 并 且 pr() 满足 
sup{lpa(b) BE Eb SR} prtk) SE inf{lpate) le € Ee 1}, 
加 果 上 十 吴宇 0 这 里 BEE, ntEC, 由 于 人 十 ok 六 下 十 
oR 因此 扩 一 上 了 5，8 一 og。 今 要 让 prlbp + ab) 0, 无 妨 设 
0。 如 如 a>0， 则 外 空 一 Bja， 依 设 ， 
pl) 2 pel— blo), 
旭 pit 十 cf) 送 0;) 如 a 三 0 则 天 雪 一 cc， 又 依 设 ， 


* 3 


PR 玉 ) < pst—bie), 
也 有 or 人 十 ok) 之 0 这样 KF， pr)€ 帮 ， 这 与 (8B,pg》 的 极 
大 狂 矛 盾 。 因 此 ，E 一 4。 证 毕 . : 
注 命题 6.5 与 5.6.8 属于 VY.， Ptakeo。 定 天 5.6.6 曾经 是 
多 年 的 著名 猜 测 , 后 来 为 SShirali 与 J W，M. Ford 所 解 
决 ”这 里 证 明 取 自 [14]. 


37 HH* 代 数 


定义 .7.1 4 称 汶 HH* 代数 , 指 (1) 4 是 Banach 米 代数 ,并 
8 je 一 上 ，Yae A4; (2》 A 是 Hilbert 空间 , 其 内 积 过 ,六 
产生 作为 Banach 六 代数 的 范 数 ; (3》 《zy ss》 一 《xysg YY， 
ys (4) 如 订 x€EA， 0 x*x 0， 
命题 5.7.2 设 4 是 8* 人 污 数 ,出 
(1) 党 台 {xy|x,y€ 4} 的 线性 包 在 4 中 是 稠 的 ; 
C2) Cx) Cy) Vr EA 
(C3) Ca¥) = YA FD Yasy EA . 
证 (1) 如 果 有 ze 4， 使 得 (xy, #7》 一 0，Yzx, ?ye 4， 于 
是 依 定 沈 5.7.1，0 一 《xy 人》 呈 《y xx EA， 从 帮 x 一 0， 
vxE 4 特别 xz 呈 0 再 做 定 灾 57.1，g 一 中 
C2) 由 极 修 公式 
4¢r,97 二 二 让 Cx yl ls Ci) 
x 一 
二 + 讲 x* iD = Dy + 
"ix Oo Cy* x 二 3 一 > 
m= 4 ry EA, 
(C3) Cxy, 2 Ca, yr*) = CyFr*, ze) 
Cr YD) om Cot, rh) Cx, zp) 
zx+ray se 有， 让 毕 . 
定义 .7.3 设 4 是 HH? 代数 ，e € 4 是 非 霉 自 伴 寒 等 苑 【《 即 
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0 天 ee 一 6 一 <， 它 称 为 可 约 的 , 指 可 写 ee 一 6 十 ea 这 里 cb 
*: 也 是 非 零 自 伴 宕 等 元 ,并 且 eaea 一 0. 

由 命题 5.7.2，《¢ e1222 一 {e139 C161)s 因此 ， 上 面 定 义 中 条 件 
ce: 一 D0 等 价 于 《aye 一 0， 由 此 ,如 < 可 约 , 则 | 位 一 |e 几 十 
es。 由 于 一 6 天 0， 因由， le 守 1,， i 二 1,2、 如 果 ese 
仍然 是 可 的 的 ,继续 分 解 下 去 .但 el 是 有 限 的 ,因此 , 4 中 任何 非 
零 自 伴 突 等 元 必 包 含 非 零 不 可 约 的 自 伴 宕 等 元 ,这 里 非 零 自 伴 宪 
等 元 称 为 不 可 约 的 , 指 它 不 是 可 约 的 ， 

命题 57.4 设 4 是 号 代数 ， 几 一 ec4， 并且 和 | 一 1， 
这 里 工 , 是 4 中 堪 乘 以 = 的 算 子 , 如 {a”*} 是 Cauchy 列 ,az 一 
*，? 万 是 4 的 非 零 自 伴 攻 等 元 特别 4 必 色 含 非 零 的 不 可 约 的 
自 伴 才 等 元 

证 4 作为 Hilbert 空间 ，Z 一 Lx* 一 工 。 于 是，| 工 。 咱 一 
Hi 一 i 工 中 一 和 由 一 1。 进而 可 见 Ls2 旬 一 1， 妒 。 归 纳 
假定 对 任 画 的 j 二 #*， 均 有 Lil = 1。 对 于 这 个 n, 自然 有 二， 
舍得 


24 1 < 证， 
内 而 由 站 一 丰 < 忆 因 ， 
1 = Lil = | 


> Let ~ 1, 
因此 ， 


[Er = 1, Vn, 
于 是 
|e 之 suo{llerellise 4, loll < 1} 
一 lL 一 工 Ye. 
今 设 证 # 是 偶数 ,及 m 一 n= 2p, p> 0， 则 


oa Th ar ra,ar) = a",a") 
< | + larl — Car, a") 


并 且 


《Gy Go 》 一 《GPantPyGPGa+P 


* 38" 


+ 
| 


=— Crartt, artty < | 三 | a re,g"iey 
at, 0) Co", 0), 

于 是 

1 Ear,ary Cara) 《aa 0), 
有 从而 

Im a",a") 一 lr ka 2 一 + 存在 。 
因此 
im, ea" 一 小 — lim, Ka" 一 a 一 0) 和, 

-这 就 表明 {a*"} 是 Cauchy 列 . 设 a” 一 ,由 于 o* 一 #, 因 此 ， 
etre, Ca 一 ar 仍 一 <， 因此 0: 一。 此 外 ,llaM 趾 空 
1、Y#， 因 此 el 空 1， 妈 * 关 0。 证 毕 . 

怪 5.7.5 设 A 是 HH* 代数 , 工 是 4 的 非 零 奢 左 理想 , 则 工 和 包含 
韭 堆 自 伴 车 等 元 ,也 包含 非 霉 不 可 约 自 伴 拱 等 元 ， 

证 取 人 05ELI, 则 0 才 &2 司 6b*5E 上。 由 定 区 5.7.1, 上 Ls 产 
0。 于 是 可 设 | 一 1， 依 命题 5.7.4，e" 一 。& 上 ， 证 毕 ， 

命题 5.7.6 设 4 是 H* 代数, 工 是 4 的 非 零 闭 左 理想 , 则 工 是 
极 小 的 非 零 闭 左 理想 《 指 世 不 真 的 包 食 任何 非 零 闭 去 理想 ) ,党 且 
仅 当 ， 上 L 一 Ae， 这 里 + 是 不 可 约 的 韭 零 自从 若 等 元 ， 特 别 , 非 党 
极 小 闭 直 理想 必 存 在 ， 

证 设 工 是 4 的 非 零 极 小 闭 堪 理想 ， 依 系 5.7.5, 有 非 零 自任 
条 等 元 。, 使 得 e EL、 又 荆 是 极 小 的 ， 因 此 ， 工 一 At。 如果 
是 可 约 的 ，¢ 一 ei 十 e;,， 这 里 el,e; 也 是 非 零 自 伴 星 等 元 ， 并 和 且 
ee 0， 于 起 好 em 一 AejtCL， 1 一 1]，2， 半 且 信 命题 5.7.2， 
(Ae,,Aes) 人 0。 这 将 与 工 的 极 小 性 相 巴 盾 。 因此 ，* 必 是 不 
可 给 的 ， 

反之 ， 设 L 一 Ae， 这 里 < 是非 零 不 可 约 自 伴 短 等 元 。 如 果 
有 非 霉 闭 左 理想 LL 年 LK， 依 系 5.7.5, 将 有 非 零 自 伴 知 等 元 f€ 
L1。 于 是 ， 4 一 ef 一 efe 也 是 工 的 自 伴 办 等 元 由 fe 一 fef 二 
天 0， 因 此 ，#, 了 关 和。 由 此 ，Ae 二 上 年 上 一 Ae， 所 以 ， sl 友 


= 让 村 号 


ec。 显然 ec 一 eic 一 61， 因此 ,ee 一 01 十 《ec 一 el) 将 是 < 的 一 
直人 分解 ,这 与 不 可 约 相 矛盾 。 因 此 工 一 4 是 绕 小 的 。 证 毕 . 

命题 5.7.7 设 4 惰 HH* 代数 , 风 吕 以 把 4 表示 成 非 零 极 小 闭 
下 理想 的 Hilbert 直 交 和 , 印 


4 一 >, PDAer 


这 里 ce, 是 非 零 不 可 约 的 自 伴 突 等 元 ，Wi. 

证 依 Zorn 辅 理 ， 可 了 到 {es} 旦 4 中 相互 直 交 的 非 冤 不 可 
约 自 伴 攻 等 苑 的 梯 大 族 。 由 于 er:lLer， 当 且 权 当 ， de Aer， 
ws 于是， - 


B= > DAel, 
也 是 4 的 闭 左 理 想 ， 由 于 《B,xB8+》 一 (x*8, Bl》 二 {0}, Yx€ 


括 ， 因 此 ，B+ 也 是 4 的 闭 左 理想 、 如 果 B+ 关 {10}， 风 B+ 包谷 
非 委 不 可 芍 的 和 白 伴 圭 等 元 ， 这 与 {e} 的 航天 性 相 巴 后， 因此， 


Bt 一 {0}，A4 一 了 一 >》 中 Ae/。 证 毕 ， 


命题 3.7.8 设 4 是 H* 代数 , 工 是 4 的 非 专 注 志 理想 , 则 也 可 
写 工 一 人 | 由 4e。， 这 里 e 是 非 零 不 可 约 的 自 伴 等 等 元 。 也 是 


极 大 正 别 的 , 当 子 仅 当 , 工 是 极 大 闭 左 理想 , 或 者 L! 一 Ae 基 极 
小 闭 左 理想 ,这 里 。 是非 零 不 可 约 的 自 伴 短 等 元 ,并 且 是 工 的 模 单 
代 元 ， 此 外 ,特别 可 见 4 是 半 单 纯 的 ， 

证 ”者 闭 左 理想 LCL, 由 于 《LL ,x(LOL Dx*L', 上 L 合 
工 ) 一 10}, WYx€ 4， 基 此 ，(LSL) 也 是 洲 左 理想 . 系 5.7.5 已 
指出 工 包 含 非 零 不 可 约 的 自 伴 赛 等 元 ,从 而 由 Zorn 辅 理 , 仿 命题 


5.7.7 的 证 明 ,可 见 工 一 六 弗 4ei。 再 由 命题 5.7.7, 可 见 闭 左 理 


想 工 是 极 太 的 , 当 且 仪 当 , L+ 是 航 小 的 闭 左 理想 。 余 皆 显 然 。 证 
毕 . 


人 


现在 讨论 H+ 代数 的 非 零 极 小 闭 ( 双 侧 ) 理 想 《 指 它 不 真 的 包 
合 任 何 非 堆 闭 双击 理想 )， 

命题 .7.9 设 4 是 百 * 代数 。 

(1) 设 了 是 4 的 非 零 闭 理想 , 则 7y 是 航 小 的 , 当 且 仅 当 ，y 一 
地 4， 这 里 。 是 4 的 某 个 非 零 不 可 约 的 自 伴 寡 等 元 ; 

(2)》 如 六 是 4 的 非 老 极 小 闭 玛 想 ， 则 太 关 克 ， 当 且 仅 
当 , J 

(3) A 可 以 唯一 分 解 成 非 零 极 小 闭 理想 的 直 交 和 , 邓 4 一 
3 弗 帮 ， 这 里 每 个 凡是 非 零 极 小 闭 理 想 ; 


了 者 .| 


《4) 如果 了 是 4 的 闭 理想 ， 则 存在 4《(43) 中 的 指标 集 ) 的 子 
， 使 得 i- Bh. 特别 可 见 了 一 六, 


证 (1) 设 了 一 AeA4， 这 里 # 是 非 寒 不 可 约 的 自 伴 宽 等 元 ， 
如 果 有 非 零 闭 理想 儿 宇 J, 令 L 一 A4e 是 4 的 非 零 极 小 闭 左 再 
想 , 于 是 , 六 站 工 是 包含 于 五 的 财 左 理想 . 依 工 的 极 小 性 ， 具 在 碟 一 
{0} 或 工 。 如 果 不 有志 上 工 ， 即 用 尺 ， 则 
LE 
于 是 ， 了 旦 六 二 4e4， 进 和 而 于 于 玉 是 闲 的 ， 
4e4 一 J 宇 jD AcA— 
导出 矛盾 。 因 此 , 了 必 是 极 小 的 
反之 ， 如 果 7 了 是 被 小 的 、 自 然 有 非 零 不 怠 约 的 罕 等 自 伴 元 
ee 了 了 ( 系 5.7.5)。 于 是 , 非 零 闭 理想 Ae ACJ， 因 此 ,J 一 /AeA4. 
《2) 如果 几 关 有 ， 由 极 小 性 ， 厂 们 J 一 {0}。 于 是 ，jPC 
六 站 五 一 {0 人。 由 (1) 可 太刀 二 并 ,从 而 对 任意 的 x,yY Eh ,2€ 
Jj， 由 x*# 二 0， 
《zy ED CY N27 = 0. 
此 外 ,自然 本 身 也 是 H* 代数 ， 依 命题 5.7.2，i{zxry|x,y& 的 
线性 包 在 五 中 称 , 因 挝 ， 帮 LJ 反之 如 1， 自然 六 关 天 
《3) 由 《Cj ，AJ+A) 一 《4J4 六 ?可 更 闭 理想 直 交 余 仍 为 闭 
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理想 。 再 由 Zorn 辅 理 及 《2) 立 见 ， 

《4) 由 于 闭 奸 想必 包含 极 小 闭 理 想 ， 闭 理想 的 直 交 余 也 是 有 闭 
还 想 ,从 而 由 Zorn 靖 理 及 妇 ) 得 证 ， 证 毕 。 

命题 37.10 设 4 是 H* 代 数 , <。 是 4 的 六 惟 不 可 约 自 伴 竹 等 
TR ee eC, 

证 ”对 任意 的 0 去 xEreAde，Axr 己 Ae 但 de 是 极 小 的 , 因 
虹 ，Azx 一 Ae ,从 而 有 eye 4， 使 得 asx 一 e. 于 是 ，eene。Y 一 
《注意 ex 一 1 和。 当 # 充 分 大 ，egarxe** 将 在 有 单位 元 = 的 
Banach 代数 ede 中 有 逆 。 特别 ,x* 在 eAe 中 有 左 道 。 今 依 Ge- 
lfand-Mazur 定理 C1.7.4)，eAe 兰 C， 证 毕 。 

下 面 任意 辐 定 J 为 H* 代数 4 的 非 零 极 小 闭 理 想 。 取 
{ea}sesa 是 了 中 相互 直 交 的 非 零 不 可 约 自 伴 暴 等 元 的 极 大 族 , 依 命 
题 5.7.9 所 证 ,自然 /一 4c。4，Yu€ 4 .任意 固定 c=eo& {ec}， 
于 是 对 任意 的 a 关 omo， erAdeodr {0} 《否则 eye 一 {0}， 这 
不 可 能 》， 从 而 依 定 光 5.7.1,， odes 40}. 取 0 ee ede,, 
则 ek €E eoAery teh 0, eth EE eAe S 郊 “命题 5.7.10)。 适 
妆 上 归 一 化 cw， 可 以 认为 engis 一 而。 同样 

0 A ee € Ferdes FC, 
以 友 
Ce oa) = etait me 
部 sew 是 esdAeak 实 C) 的 非 零 自 位 大 等 元 ,因此 
SEE we Fie 

进一步 定 浆 el ™— Fl Fol 一 oy tapg™ Fatigs YesB, 则 
{sas} 有 如 下 的 性 质 ; 

C1) erptya me Bpreas VasT sds 

C2) ery Epas Vasp; 

(3) toa 一 tar Vea; 

C4) 《eapsere 一 0， 如 《mp A 7, 0); 

《5 《eerysenpp 一 《elieih me 《euaytan) — Ceaseo), Vasp. 

事实 上 ， 如 果 有一 7， Capgtys ™ Ct selre = Flt ™ Cups 
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如 EY er € Aegerd = {0}， 央 此 ,evpers 一 0 此 即 (12. 
(2) 与 (3) 是 显然 的 。(4) 《esp 六 一 (Cnc1gs evicsy — (elgesis 
ewen2 再 由 【127 可见 如 (es) 关 (7,8) 时 《ear cr》 = 0 (5) 
(eups tap? 一 Aeaietpseuleipy》 Cortas ese) Gese1), Vasp, 
命题 5.7.11 设 A4 是 8H* 代数 ,是 4 的 极 小 闭 理 想 , {ewwla， 
PE 4} 如 前 ; 九 ? 是 以 {5.jx€ 4} 为 标准 直 交 革 的 Hilbert 空 


间 ,5 一 {C40)| 之， 11wo|: 之 co} 是 如 中 Hilbert-Schmidt 算 
可: 上 唔 二 册 


子 的 全 体 , 则 了 是 简单 的 8” 代数，{esop} 是 了 的 直 交 基 ， 并 且 如 
志 xEj, 


TT > uaF ns 册 -== C(x,eonyHel, 
那么 x 一 (isp) 是 J 到 5S 上 的 同 构 . 
证 由 于 广 一 J， 因此 J 是 简单 的 FH* 代数 ， 依 命题 5.7.7， 
j= D7) BAes 一 之 | Ped, 


于 是 Yz€ J] ,可 写 
= >) Yep 一 > a 
a :出 

今 只 须 证 明 coep 尝 Ceups wa 事实 上 ， 如 里 y Eeoles 则 
ye coyegalop。 但 eoyepo EtoAes 衬 Ces， 因 此 ，y€ Ceso。 证 
毕 ， 

命题 5.7.12 设 A 是 8H* 代数 , 则 4 有 单位 元 , 当 且 仅 当 ,A 的 
维 数 dim 4 过 oo。 

证 ”如 条 dim 4 过 0, 则 4 一 2》) 申 族 每 个 万 是 4 的 
非 零 极 小 理想 。 依 命题 5.7.11, 每 个 J; 相当 于 有 限 阶 的 竺 阵 代 

芭 之 , 设 如 有 单位 汇 ee 泄 4 分 和 解 成 极 小 闭 理 想 的 直 交 和 4 一 


人 | 是 i， 相应 “一 > se;， 于 是 对 每 个 is 是 ji 的 单位 元 . 今 
Ff 有 
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ec; 天 0 又 是 等 等 元 ,因此 ，|e 让 之 1 Yi， 又 作业 一 之 员 e 业 ， 败 


此 4 是 有 限 个 J 的 直 交 和 。 依 命题 5.7.11, 每 个 J; 同 构 于 某 Hi- 
lbert 空间 中 的 Hilbert-Schmidt 算 子 的 全 全 ;但 天 有 单位 元 ， 因 
此 内 能 是 有 限 维 的 。 从 而 dim 4 < 0。 证 半 ， 

命题 5.7.13 设 J 是 FH" 代数 4 的 非 零 极 小 闲 理 想 , 则 下 询 条 
性 是 相互 等 价 的 : 《1) 了 是 有 限 维 的 ! (2》J 有 单位 元 ; (3) 了 所 
含有 非 零 的 中 心 元 , 即 有 0 天 wx€ 使 得 xy 一 yr,vVy€ J 

证 C1) 与 《2) 等 价 由 命题 5.7.12 立 见 。 (2) 呈 > (3) 是 显 
然 的 ， 今 设 了 在 非 零 中 的 元 x, {ewg} 如 命题 5.7,11 所 述 。 由 于 
Xp = Yonga se talktuE pre SH, TE, tes = erits， 这 
里 4。 EL， 并且 易 册 414, 二 《xyen7| el 一 ve, 当时 ， 

《Xeugj CX EE) — Coarse — re, 628) 


一 CX geo) 一 0d, 


因此 由 命题 5.7.11，z 一 4es。 当 关上 时 
Rls ™ Neng — Pop dpeape 
因此 ，26 一 49; Voy8。 zz 一 访 ) 41 :el 所 0、 因此 指标 


集 {ae} 是 有 限 的 , 即 了 是 有 限 维 的 。 证 毕 、 
注 本 节 可 参见 [40], [7]， 
习题 
如 4 是 交换 的 H* 代数 ，J 是 4 的 非 零 极 小 闭 理想 ， 则 
dimi = i, 
§ 8 ce* 代数 的 初步 


$58.1 定 妇 与 简单 的 性 质 
定义 5.8&1 Banach 六 代数 4 称 为 c* 代数 ， 指 lx 一 


了 


Vx, Vee 4, 

昂 见 对 c* 代数 4, 有 zx*| 一 x，Yx€ A， 因 此 水 运算 不 
仅 是 图 续 的 ,而 量 是 等 号 的 ， 

例 1 设 吕 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，C8 (2Q) 是 交换 的 ec* 
代数 ， 

例 2 设 人 化 是 Hilbert 空间 ,4 是 下 (多 ) 的 闭 ** 子 代数 ， 
则 A( 依 算 子 范 数 ) 是 ce* 代数 。 有 时 也 称 这 类 ce* 代数 为 Hiibert 
空 闪闪 中 的 co 代数 ， 

命题 5.8.2 如果 4 是 ce* 代数 ,上 且 无 单位 元 ,在 (A 十 C》 上 命 

bet = sup{llas + a6l lobe A < 1}, 

Yee4 1c0 则 (4 二 CC)》 十 有 单位 元 1 的 ce* 代数 ,日 保持 4 
上 范 数 不 变 。 

证 只 须 证 明 (a 十 2 十 4 让 一直 es 十 2 人 

对 0 三 pp 之 1， 有 EE A，| 引 j 所 1， 使 得 

wa 十 Pa + sb Ce t+ 4)*00 + 1750 
(Ce 二 4)*(a + 1) 
令 一 1-， 可 见 a 二村 所 a 二 2 和 上 a 二 +4) 惠 。 
la 十 刘 . 于 是 jCe 十 二 莹 1e 士 直 ， 进 而 可 见 ， 
a t+ OCa + N= le tf 2 Veae A,LEC 

证 毕 . 

注 “ 如 果 4 本 身 有 单位 元 <， 易 有 o#* 一 ce 及 z= 二 1， 这 
时 在 (4jC) 上 须 命 

ls + 2 = max{lla + tell, [41}, 

Ya € A，i€ CC。 则 命题 仍然 成 立 ， 

命题 5.83 设 A 是 中 代数 ， 扩 = 和 EA， 则 gl 和 二 RB， 
上 一 258。 特 列 , 4 是 半 单 纯 并 且 厄 米 的 ， 

证 无 妨 设 4 有 单位 元 。 由 于 * 是 连续 的 ， 

Cor eis, YeR, 

于 是 ,如 梁 水 到 cf ， 


| 下 Ce — 1, 
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wii 及 因此， 一 4。 六 
上 | 一 遇 玫 而 于 一作 本 之 一 
令 xa-> 0c0， 可 见 | 中 一 2 和。 
今 若 a€ RCA)、 则 a*a€ RCLA)。 从 而 
al = lle*ell = so*a) = 0, 
即 a 一 0，RCA) 一 {10}。 证 毕 . 
定理 5.8.4 设 4 是 交换 的 c* 代数 ,2 是 它 的 谱 空 间 , 则 p 一 
pr*，Yp ED; 4 的 任何 极 大 正则 理想 对 六 是 封闭 的 ; 在 Gelfand 
变换 下 , 4 等 距 尖 同 构 于 CY(Q). 
证 ”前 两 个 结论 由 命题 5.8.3 及 5.1.2 立 见 。 志 出 命题 5.1.2， 
可 见 Gelfand 变换 是 x* 同 态 , 叉 对 尾音 的 2o€ A 
(olf = le*all 一 vy(Ca*oe) 一 max{|e*ati) [|r € 2} 
一 max{|éce)|: | 加， 
因此 Gelfand 变换 是 等 了 距 的。 再 依 Stone-Weierstrass 定理 ， 可 
见 如 衬 Cr(9)， 证 毕 . 
引 理 5.8.5 设 4 是 有 单位 元 的 c* 代数 ,名 一 hE A4， 并 玉 
0 殷 ak#， 则 在 在 多 项 式 询 {po ，)1， 使 得 pk 一天。 


一 
证 由 于 eC)CR\40}， 如 图 可 取 复 平面 的 紧 子 集 尺 , 使 得 
0 多 Ko( 有 CK，,， 且 (QC\K) 连通 , 今 fz) 一?! 在 下 的 邻 域 中 
是 解析 的 ， 于 是 依 引 理 27.6《Runge 定理 ), 将 有 多 项 式 列 
{px ，)}， 使 得 
Peltz) 2 !， 对 zz 外 一 至 ， 
特 引 地 ， 
Pal) 1 对 1Ea08) 一 致 . 
因此 可 以 设 诸 p 必 -具有 实 系 数 , 从 而 由 命题 5.8.3， 


寺 卫生 让 二 


pC 一 下 下 一 maxf|lzpga] 一 和 ee 一 0， 

命题 5.8.6 设 A4 是 有 单位 元 的 ce* 代数 ，B 是 4 的 包含 单位 

元 的 co* 子 代数 , 则 
gal(é) = gal6), voeB. 

证 ”做 引 理 .8.5，。 Ce = ot Eb), apthe”) — olbo*t). 
于 是 如 果 电 在 4 中 有 六 ; 则 名 与 56* 在 4 中 ,从 而 在 8 中 ， 有 
阔 。 这 样 : 卸 在 了 中 有 去 道 :也 有 右 逆 , 即 志 在 召 中 也 是 可 道 的 .证 
毕 ， 

命题 3.8.7 设 4 是 有 单位 元 < 的 c* 代数 ，a€ 4 是 正规 元 ， 
于 eta 一 ga*， 吾 是 由 {ae,r} 生成 的 4 的 交换 ce* 子 代 数 ， 则 
8B 守 Clola))， 并 且 a> 让 4) 玫 AV2E ala))， 特 别 ，llal 一 
pCa), 

此 外 ,和 如果 # 是 4 中 的 本 元， 好 ar 一 ww， 下 于 11E 
Cil 一 1}， 又 4 是 其 西元 全 体 的 线性 包 ， 

证 ” 依 定 班 5.84,，B 之 CC(0), 易 见 -> 起 个 是 OQ 到 ota) 
上 一 一 连续 映 人 象 ,因此 ,2 泣 g(a), 

及 用 定 滩 5.8.4; 可 见 gw) 一 {4€EC|I4l = 1}。 此 外 如 果 
r= a€ A, lal 所 1, 由 定理 5.8.4，{e 一 下) ”存在 。 于 是 ， 
下士 并 一 天 ) 是 西元 。 由 北 可 风 4 是 其 西元 全 体 的 线性 包 ， 证 
毕 。 


$8.2 ev 代数 正 元 


在 Banach 于 代数 中 ， 我 们 已 经 引进 了 正 元 的 概念 《定义 
5.6.2)。 Shirali-Ford 定理 (5.6.6) 又 指出 : 过 是 厄 米 的 ， 当 日 仅 
当 ，G az 空 0。 自 然 要 问 , 是 否 尾 意 正 元 必 星 er*a 的 形式 ? 以 及 
正 元 全 体能 否 张 蕊 代数? 这 在 c* 代数 范围 内 ,有 肯定 的 回答 ， 

命题 5.8.8 设 4 是 co 代数 鲜 一 下 E 4，, 则 存在 唯一 的 办 ， 
AR_E At 《A 的 还 元 全 体 ), 使 得 

b= 下 0 
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特别 , 4 是 4 的 线性 包 ， 

证 用 天 生成 4 的 交换 ce* 子 代数 ,由 定理 5.8.4, 可 网 下- 
的 存在 性 . 

今 若 另 有 名, 大 满足 要 求 , 易 见 18, 如 ,如 是 相互 交换 的 ， 
用 它们 至 成 4 的 交换 ec* 子 代数 ， 由 定 还 5.8.4, 曙 见 机 一 妇 ， 
天 一 卢 。 证 琴 . 

命题 5.8.9 设 A 是 ec* 代数 , 

(1) 车 4 有 单位 元 se， 天 二 hEA,， 18<1， 则 he A， 
当 和 且 仅 当 , le 一 政委 1; 

(2) A4 是 号 锥 ,并 日 ALN (一 A44) 一 {10}; 

(3) 如 ae A4， 则 有 唯一 的 be 4 ， 使 得 

ab = ba, Fg, 

并 且 5 是 4 的 多 项 式 的 极限 ， 

证 《1) 用 {se, 有 站 生成 4 的 交换 c* 于 代数 ,并 由 定理 5.8.4 
了 玫 邮 ， 

《2) 本 来 已 在 命题 5.6.5 的 C3) 证 有 明 过 ,但 这 里 .4 是 ce* 代数 ， 
有 更 简单 的 证 阴 ， A 若 a, bE A4， 依 ()， 


i i ee 


于 是 ， |" 
一 于 "il < (al + kel) 


a + | 上 | 
lol 
-+ 


总 
x (hal. ‘jl)) < 

再 依 (1) 可 见 (a 十 pe : 

此 外 ;如果 jE ALNC 一 A)， 则 gl) 一 {40}, 由 命题 5.8.3， 
下 到 站 

《3 证 明 与 命题 5.8.8 相仿 ， 证 毕 ， 

定理 5.8.10 设 4 是 ec* 代数 ,a EE 4， 则 a€ A1， 当 上 且 仅 当 ， 
存在 bt 4， 使 得 e 一 &*b, 


*。 ?4 。 


证 ” 必 村 性 由 命题 5.8.3 的 C3) 立 见 。 充分 性 本 来 可 由 4 尼 
洲 及 定理 5.6.6 得 到 ,但 这 里 4 是 ce* 代数 ,可 簿 证 如 下 。 

由 命题 5.8.8 及 5.8.9, 可 写 e 一 雪 一 如， 其 中 w,vt A+1， 并 
且 wz 一 0。 于 是 

(Cpe yb) = ya 一 一 0 
如 果 写 她 二 到 十 证 ， 这 图 凡 一 疡 ， 放 一 大 ， 风 | 
CB (Cb) + (CBee) bo = 2 + 0 
因此 ， 
【82 本 呈 Bo bo) 十 27 本 十 如 
一 要 十 2 十 拉 ) 宇 0， 

苹 依 引 理 5.6.3, 也 有 《bp 让 (2) 守 0. 因 时， 一 一 (bo)*(Cbr) 一 
0。 进 而， vv 一 0， 0 一 经 E 4+。 证 毕 ， 

命题 5.8.11 设 4 是 c* 代数. 

《1 如 果 ga， bE A4， 及 gg 守 5， 刚 loi 雪上 上， 并 有 旦 对 任 
意 的 ecE 4 有 (Br < CD 

(2) A 是 4 的 闭 子 集 ; 

《3》 如 果 4 月 单位 元 ，ey 8E 4， 并且 都 有 逆 ， 以 及 & 氨水， 
M61 1, 

证 (1) 无 芒 设 A4 有 单位 元 6e， 则 

a b 
i 

由 定理 .8.4 可 见 
如 
上 
即 al 所 || 引 、 叉 依 定 理 5.3.11, 显然 有 crer 迄 erpc vec 

《2) 设 fo,] 广 A41， 并 是 gs, 一 49， 显然 ，e* 一 a， 于 起 可 写 
a 一 201 一 4.; 这 蜂 qiya_ EA 且 oj * 4 一 0, 令 上 一 gq， 
由 《1)， 


Te 由 


必 。 所 A , bs 一 人 一 G3.。 


信和 而， 


0 
由 0), 所 | 上 5; 十 | 一 0, 因 此，#. 一 0, a 一 gar€ A441， 凤 
4A4+ 是 闭 的 . 
(3) 由 于 (a6 一 0)to DD 守 0， 因此 
ogy“ a1, 
依 定 理 5.8.4 可 出 
avip liao? se Is 


旬 pi'1i 过 gw! 证 毕 ， 


§8.3 态 与 GNS 构造 


由 于 定理 5.8.10 及 定义 5.4.1, 我 们 有 
定义 3.8.12 设 4 足 ce* 代数 ， A 上 线性 泛 冰 后 称 为 下 的 ， 记 
作 f 宇 0, 据 | A441 守 0 
命题 5.8.13 设 卫 是 c* 代数 4 上 的 正 证 吴 ， 风 了 是 连续 捷 兰 
的 ,并 - 且 
T= sup{fla) la € A:, tall < 1}, 
特别 地 , 当 4 有 单位 元 < 了 时，| 州 一 其 e)， 
证 ff 一 六 由 ff 守 0 与 4 是 4A; 的 线性 包 辽 风 ， 
现在 指出 F 在 $NA 一 {at A lad 所 1} 上 是 有 界 的 ， 车 
不 然 , 将 有 *。€ 5 们 4， 使得 其 zs) 之 下 依 售 甫 了 8 11， 4; 
是 闭 的; 因此 
* 一 >) 2 Ed 


wl 好 
二 是 对 任意 的 正 整数 N， 
N < 5 es) < Ho， 


| 


这 不 可 能 .因此 存在 常数 六, 使 得 fa) 志 尺 ，Wa € 811 .43, 进 硬 ， 
1 开 筷 44K， 即 f 是 连续 的 . 
由 于 f 一 产 可取 太一 和， 所 1， 鸽 得 
fC80) — fll, 


站 


依 例题 58.8， 可 写 如 二 避 一 条 ,这 里 役 , 寻 ES 人 且 航 。 
一 人 0,Wn。 了 于 是 
| 

因此 ， 有 上 一 sup{fCa) le ESN 4+}， 证 毕 ， 

注 ” 症 $8.4 中 ,我 们 将 证 明 c* 代数 必 和 包 全 有 逼近 单位 元 , 因 
此 本 命题 也 可 由 定理 5.4.8 得 到 ， - 

命题 5.8.14 设 寺 是 cx 代数 4 上 的 正 活 画 ，mn 闵 |‖， 在 
《4 十 CC 下 令 

fea t+ A = Fa pol, Yae EC， 

则 了 了 也 是 C4 十 C》 上 的 正 泛 函 ， 

证 ”只 须 对 (4 十 CY 中 的 任意 正 苑 《aa 十 4) 证明 其 的 十 
Hoh > 0, 

显然 二 a,4= 1. 用 人 {1,4} 生成 《4 的 这 提 ce? 于 
代数 B 之 C(O), 于 是 ,4 十 2D) 全 0，YiE8。， 注意 4 作为 
《3 十 0 的 元 是 没有 闭 的 ， 丙 此 有 E98， 使 得 站) 二 0。 从 
而 ，1 闻 0 

如 未 2 裕 0 或 者 月 4 一 0， 立 克基 轴 十 po4 室 0 因此 可 
设 站 4 关 0，9 一 6 一 4 ， 这 里 oa Exam0， 并 
且 -天 0 于 是 

inf {dt lt 0} = —|a_l, 
从 而 ， 
0 inifaD) le 0 = 1 lol 
4 | A (a.) 
< A Cpot + flet) — Ho_)), 

:好 有 入 2 十 Am 之 0。 证 毕 . 

定义 5.8.15 ce* 代数 4 上 的 正 泛 天 于 称 为 态 , 指 | 上 天 王 1。 记 
4 上 态 的 全 体 为 二 (4A) 

我 们 已 经 在 定义 5.5.5 中 ,给 出 了 过 术 的 定义 , 由 于 命题 5.8.13， 
这 两 者 是 一 致 的 。 

命题 5.8.16 设 4 赴 ec"* 代数。 
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(1) 2 一 LA) 是 A+ 的 呈 子 集 ; 
《2J 如 果 fE CA), 在 (AT+C) 上 令 
fia t+ i = fla} + 4, Ya€E A, ED 
则 了 也 是 《4 十 C) 上 的 态 . 
证 《1) 只 须 证 明 这 样 的 宇 实 ;如果 a, bE 4,, llal 一 1， 
1 下 < 1， 则 用 ce Ay， el 过 1， 使 得 cc 宇 ga, 5 宇 太 
邻 一 2 一 97 1 一 8(1 一 和 让， 人 以 及 


一 1 


(人 . 


要 证 明 < 守 sa， 等 价 于 在 《4 十 C》 中 江阴 
或 者 


依 命 题 5.8.11, 这 等 价 于 绕 征 蜡 
1 二 2x 2y 宇 (1] 一 a4), 
但 依 * 的 定 疼 ;显然 有 十 2x) 宇 (一 949) 1， 二 而 ; 《1 十 2x 十 
2y) 字 (1 一 和 中 "1!， 同 样 证 明 e 袜 所 
《2) 依 命题 5.8.14 立 见 。 证 毕 ， 
命题 58.17 设 A 是 c* 代数 ，ex57 是 5 的 端 扣 ( 称 为 4 的 
纯 态 ,注意 定义 5.5.5) 全 体 。 
C1》 如 果 feexs， 则 了 可 自然 珊 扩 张 汶 《4 二 0C) 上 的 纯 
态 了 ,好 7(1) = 1; 
《2) 加 果 7 是 (4 十 C) 上 的 纯 态 ; 1 一 7 耻 A， 淹 1 一 0 或 者 ， 
为 4 上 的 引 态 。 
证 (1) 设 有 CA 十 CC) 上 的 态 站 ,11:， 及 4 € (0,1)， 使 得 
一 4 十 《1 一 4)j,。 注 意 
1 — P41 一 让 寺 1， 
因此 ，Qi14)E9 = 1,2。 但 fj 是 纯 的 ,因此 ， 


间 站 号 二 


f =}|A, 1 1,2. 
进而 , 了 一 六 一 六， 即 了 是 《4 下 C)7 上 的 纯 态 。 
《2) 设 j 关 0 车 | 和 1， 依 命题 5.8.16， 
sta 1) Co {lay + 4, Vee A, 4eC, 
将 是 (A 十 C) 上 的 态 , 并 且 了 二 jflls 十 《1 一 全 ?为 ， 这 里 矶 是 
《4 十 C) 上 的 态 ,使 得 14 一 0、 这 将 与 了 是 纯 态 相 矛 技 . 从 而 ， 
| 有 二 1， 即 了 是 4 上 的 态 。 
今 若 有 4 上 的 态 六 六 及 100:1)， 使 得 
f= 4fi 十 (1 一 4, 
把 二 ,自然 地 扩张 为 《4 十 C》 上 的 态 , 上 面 等 式 仍然 成 立 。 值 
了 是 纯 的 ,因此 可 见 于 一 六 一 上 六 ， 即 于 是 4 上 的 纯 态 。 证 毕 。 
命题 5.8.18 i 设 4 是 交 性 的 c* 代数 ，J E59 ， 则 了 是 纯 态 ， 
当 且 仪 当 , f 是 先 法 的 ， 

证 如 fEex5H， 依 命 骨 5.8.17，f 可 自然 则 扩张 为 CA 二》 
上 的 生态 。 青 依 命 肿 5.5.7, du 见 f 是 乖 苇 的 。 反之， 设 了 是 续 法 
的 ， 它 在 《4 十 C)》 上 的 自然 扩张 也 是 策 法 的 。 依 命 题 5.5.7, 了 
是 纯 的 。 再 依 命题 5.8.17， 了 是 纯 的 。 证 毕 ， 

命题 5.8.19 设 4 是 c* 代数 . 

《1) 如 果 B 是 4 的 o* 子 代数 , 则 BB 上 的 访 或 纯 坊 均 可 扩张 汶 
上 4 上 的 楚 或 闻 坊 ; 

(2) 如果 襄 二 FE A，0 关 4€9(h 和 DD， 则 有 有 4 上 的 纯 态 p; 使 
得 ot8) 一 14。 特别 ,有 A 上 的 纯 态 了, 使 得 | 其 好 | 一 站 下 | 

证 ” (1) 无 芒 设 A 有 单位 元 ,及 B 包 信 这 个 单位 元 ,现在 完全 
可 仿 命 题 5.6.10 的 证 明 来 进行 , 留 给 读者 . 

《2) 无 妨 设 4 有 单位 元 e, 用 {e; 和 如 生成 4 的 变换 ce* 子 伐 
数 B 衬 CC(Q).。 于 是 有 p€0, 使 得 pt8) 一 4。 PP 是 B 上 非 零 
乘法 泛 芍 , 乃 是 8 上 的 纯 志 ( 命 是 5.8.18), 依 (1), 它 可 以 扩张 成 4 
上 的 纯 态 ， 证 毕 ， 

我 们 已 经 对 Banach 六 代数 引入 了 米吉 示 的 究 念 (定义 
5.3.4)， 并 且 证 明了 它 移 贞 动 连续 性 《 定 王 5.3.6)。 对 于 ec* 代数 ， 
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有 进一步 的 结果 。 

命题 58.20 设 {x; 寻 } 是 o 代 数 寻 的 六 表示 ， 则 
xCo9| 志 上 a va 4 即 |x| 过 1 此外， 如果 半 还 是 定 实 的 ， 
即 一 一 的 , 则 = 还 是 等 上 距 的 ， 

证 ” 海 虑 《A 十 CQ)， 并 命 x(1) 一 1， 这 里 I 是 烧 中 的 恒 
等 算 子 。 因 此 , 可 设 A 有 单位 元 6, 以太 xle) 一 I， 显然 对 任意 
的 #4， 

glx}TCotn) 
于 是 对 任意 的 他 一 EA， 
CB = max{|al lle orCh))} 
< max{l4| Eee 下 一 上 下 | 
从 而 ， 
rca = ra™ a) la* a = llal, 
网 fro lal, vat 4, 

今 设 工 是 忠实 的 。 如 果 有 ee 4， 使 得 xte) 一 1， 易 风 < 
是 4 的 单位 元 ; 如 果 Tx(4A)， 可 演 虚 A 十 C， 江 令 zt1) 一 上 
庚 此 ,可 设 4 有 单位 元 ce, 并且 zte) 一 了 

如 时 aeE 4， 使 得 xla) 空 0【《 姨 中 的 正 算 子 )， 特 列 ， 
Ae)* 喇 ra)， 由 于 =z 是 忠实 的 , 因此，a* 一 6。 于 是 可 写 4 一 
44+ 一 0_， 这 时 ace4 并 日 aa 一 0。 如果 go_ 关 0， 
x(g-) 将 是 : 嫉 中 非 零 的 正 算 子 《注意 定理 58.10)。， 于 是 有 芋 6 
.8 ， 使 得 BF 一 99 关 0， 这 时 一 x(s_)， 由 此 ， 

0 Cnta) Be, BE = —ial :<0 
导出 和 池 盾 ， 记 以 ， 人 一 0，2 一 5 蒂 0. 
今 对 任意 的 太一 hE 有 44， 由 
一 人 亲本 C8) < rN 
及 一 x(e)， 忆 前 段 还 明 的 事实 ,可 见 
—jxrCa)le SH lx | e. 
大 而 ,看 所 加 及 Wl 志 1， 固 此， 有 丰 二 xO 上 ， 进 而 
对 尾 意 的 se 4， 


中 帮 了 站 


[ell: = letell = xarayh 一 用 (Ce 
酒 焉 ，joll 一 lzCaJ， 虽 有 # 是 等 曰 的。 证 毕 ， 
我 们 已 经 讨论 过 GNS 构造 《 见 54), 对 于 c* 代数 ， 还 有 进 
一 步 的 结 兴 . 
命题 58.21 设 4 是 er 代数 ,/ 是 4 上 的 态 ，{zy 囊 是 | 
产生 的 4 的 六 表示 《 风 $ 4), 
(1) x 是 逢 环 的 , 并 且 钉 环 矢 5(€ 好 ) 可 这 样 地 选取 ,使 得 
x(aE a, fla) — rla)s,5), Ya A. 
(2) 设 1 是 在 {4+C》 上 的 自然 扩张 , 它 产生 (4 二 C0) 的 
水 表示 {2 8 ， 则 有 如 到 如 上 的 酒 算 子 us 使 得 
Hao) = (90), Wo€ A. 
(3) 5 是 拓 砷 不 可 约 的 , 当 且 仅 当 , f 是 纯 态 ， 
证 ”由 于 上 /CLi， 可 髓 然 地 害 义 
4a; AlLi—> CASTCYLI 
显然 它 可 扩张 成 如 一 部 到 如) 一 屁 的 等 距 算 子 , 仍 记 以 
依 命 题 5.8.13， 可 到 or€ A414， a 所 1， 合 得 兵 ao) 一 站 州 一 
TI， 胸 依 Scbwartz 不 等 式 ， 
Han) = Ha) 过 有 GD 二 1， 
因此 也 有 f(el) 一 1。 于 是 在 下 中 
Cs) 一 理 一 大 (es 一 1 和 一 0， 
从 而 # 是 寻 到 这 上 的 西 算 子 ， 由 
ur(a) 一 Had = KG) we, 
Ybe AjLi， 因 此 ，wx(Cajw 1 一 Cg)，WYWa€ 4， 依 定 理 5.4.4， 
fo = fg) ~ C(Iy, Yae A. 
今 取 Eo Wf Car(s), Vote A. 
zxA++0OI 在 训 中 是 稠 的 ， 又 fce 让 一 1， 因 此 xCAYI 
在 好 中 也 是 稠 的 。 由 此 ， 
CANE = iCAYI, 
存 如 中 是 秽 的 ,好 是 4 的 循环 表示 。 这 样 , (1) 与 (2) 便 得 到 


和 


证 明 . 

最 后 , 旺 然 , * 拓 持 不 可 的 与 去 扬 扑 不 可 的 是 等 价 的 。 依 定理 
5.5.6, 震 拓 扑 不 可 约 与 于 为 纯 态 相等 价 ， 又 显然 ， 为 纯 态 与 了 为 
绝 术 是 等 价 的 【个 题 5.8.17)。 因 此 ，F 是 后 扑 不 可 芍 的 ， 当 月 公 
当 , 寺 是 纯 态 、 证 毕 ， 

注 ”现在 我 们 可 以 给 由 注 埋 5.6.9 证明 中 ， 所 用 到 的 er 代数 
中 事实 的 证 明 。 邢 若 4 是 c* 代数 ， gE 4， 要 证 朋 ， 存 在 4 的 循 
环 的 拓扑 不 可 约 表 示 {x, 巡 ,5}， 使 得 lel 一 xca35。 事实 
上 ， 依 命题 5.8.19, 有 4 上 纯 态 P, 使 得 pCa*e) 一 la，。 依 命题 
5.8.21, p 将 产生 .4 的 循环 不 可 约 亲 洗 示 {x, ,8}， 使 得 

plaTa) = xlata)t, §) = arta) tl, 
即 见 [jal 一 |xCeDsl, 

定理 5.8.22 设 4 是 cf 代数 , 则 这 在 4 的 忠实 的 凿 表示 x， 
上， 使 得 4 等 距 米 同 构 于 北 ? 中 的 c* 代数 到， 

证 对 任意 和 的 pk SH ， 有 循环 的 本 表示 {zp 迪 ,， to}; 令 


依 命 题 5.8.20 及 5.8.19, 对 任意 的 a€ 4 
lal 2 xo = lxCa*a)l 
> sup{zp(a*a) t,t lp ES} 
一 supfpfere)lee SS} = etal = al, 
因此 ，jzke 外 一 el， 证 毕 . 
注 ” 依 定理 5.6.9 及 ef 代数 的 半 单 纯 性 ， 


> Dr,, 六， 息 绎 。 
也 是 忠实 的 * 表 示 ， 
本 定理 属于 1]. M，Gelfand 与 M. A， Naimark0， 它 是 ce* 


代数 理论 竟 基 性 的 结 蝴 ， 
$8.4 逼近 单位 元 与 商 e+ 代数 
命题 5.8.23 设 4 是 c* 代数 ， 工 是 4 的 去 理想 ， 则 有 元 网 


二 卫 末 攻 = 


ec 工 ， 使 得 
de A+, ad 所 1l, dd YIPr 
网 不 xdi—> x, WXE 工 。 
证 令 4 是 工 的 有 限 子 集 全 体 ， 依 包 舍 关系 ，4 是 定向 指标 
集 。 对 任意 的 了 一 {o zs EA， 令 


hi DY xtxsy dr hkl + shr) 


t=]1 


显然 ,haeE LNA;; la 委 |， 
如果 六 一 人 和 二 xm 2 1, 这 里 1 Xj; L, 
1 1 二 吉 ， 于 是 


+) 
弛 中 


依 命题 5.8.11， 


闻 
于 是 ， 
A -1 一 
工 (二 十 图】 > 寺 ( 寺 十 好】 , 
bi 其 #3 1 
有 从而， 
1 
4 一 1 一 二 (二 十 加) 么 1 一 二 (二 十 如 一 dy, 
nr Ee 


今 设 一 {zx A ， 依 定理 5.8.4 易 信 
Fl dh — a |B sh) 14s 
男 一 方面 ， 


《1 一 dh — di) 一 之 ， CrCl — dr — di)), 
因此 ， 


4 


| 一 wa 所 1/2V 2 ， 1] i 
和 此 ，xdi 一 x， Yx EL。 进而，x 员 一 xX，Yrt 证 毕 . 
在 上 而 党 题 中 ,如 命 L 一 4， 我 们 就 有 
定理 3.8.24 设 4 是 c* 代数, 则 4 包含 台 近 单位 元 !er 涉足 
di Ar; dl dd Vir 
- Rada a, di qs Yat A, 

注 ”考虑 无 单位 元 的 co* 代数 4, 圈 然 可 代 忆 《4 十 C)， 但 这 
常常 并 不 是 方便 的 ， 现 在 有 了 通 近 单位 元 ， 它 时 常 可 起 到 单位 元 
的 作用， 

命题 5.8.25 没 4 是 c* 代数 ，J7 是 4 的 闭 双 徊 理想 ， 则 了 对 
于 央 运 算是 封闭 的 , 即 J* 一 J 

证 “ 依 命题 5.8.23， 有 { 由 }CJ， 使 得 对 任意 的 ee 如 ed 
2。 于 古 

lee” — a*l| = edi — al: > 0, 
由 于 ze J， 太 了 是 闲 的 ,因此 ，a*& J。 证 毕 ， 

今 设 4 是 oc” 代数 ,J 了 是 A 的 闭 双 侧 班 想 。 易 见 依 商 范 数 , Aj 
1 月 夭 地 成 为 Banach 米 代 狼 ，。 设 1d/} 是 J 了 的 允 近 单位 泥 ， 2 一 
4 一 8 十 9 是 4 到 A1J 的 正则 上 映 镶 。 我们 有 

zt = limlled; — ofl, Yoaeé A. 
事实 上 ,对 任意 的 8E€ J，bdi 一 5， 于 十 ， 

limllad; 一 el = Hmllad/— e+ ba,— ti 

= limlta + DC ~ dD) let 可， 
是 任意 的 , 因此 ，jimjladi 一 al 和 | 各。 另 一 方面 ，ed 6 JTJ， 从 
而 依 6 的 定 艾 ， 
ilal < iim lead, — all, 

由 此 , la 一 limlac — al, Yat A. 

今 对 任意 的 a€ A，bE J， 几 于 bd -> 6， 

[al ~ lim lled, 一 中 

~ tim ad ~ oad, ~ ol 
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一 limj(l — daratl — dl 
= fimlltl — dCate FC — difo*at 
因此 ,四 过 a*all < 5 | 站， 进而 可 见 | = ja*a|| ,Yae 
4 这样 ,我 们 恒 有 有 
定理 5.8.26 设 4 是 cc- 代数 ,了 是 4 的 六 双全 理 租 ， 风 41 
自然 地 成 为 c* 代数 ， 
命题 5.8.27 没 B 是 co* 代数 4 到 ce* 位 数 8B 中 的 s* 间 坊 ,. 则 
BLA) 是 了 的 c* 子 代数 。 特 别 , 如 果 {zy 如} 是 c™* 代数 4 的 米 
表示 , 则 xt4A) 是 九 中 的 ef 代 煞 。 
证 ”由 定理 5.8.22， 上 只 须 证 明 后 一 情形 。 令 J 一 kerx 一 {a€ 
好 | 这 他 一 0， 它 是 4 的 闭 业 双 侧 理想 . 苛 邻 (2 一 za)，YWa& 
aE 4 则 { 2) 是 477 的 忠实 的 * 表示 。 依 命题 5.8.20， 
元 是 等 臣 的 ， 因 此 ，rft 杂 一 志 好 1 是 好 中 的 ec 代数， 证 
毕 ， 


习题 


《iu 设 A 是 c* 代数 ，{di} 是 4 的 融和 近 单位 元 ， 了 是 4 二 的 正 线 
性 谤 阔 , 册 
Hf 一 lm f(ad) 一 下 mm fai), 
《2) 识 4 是 无 单位 元 的 co*- 代 数 ，{41} 是 4 的 逼近 单位 元 ， 则 
《4 十 C》 上 的 ce* 范 可 这 样 表 达 
la + A= limlled + ra ~ Emlldra + dda, 
Yof A, EC 


538.5 von Neumann 代数 


von Neumann 代数 是 Hilbert 空间 中 一 类 特 帮 的 ce* 代 
数 。 它 的 理论 是 牌子 代数 理论 中 最 重要 的 组 成 部 份 。 本 小 节 所 雪 
介绍 的 是 极其 初步 的 ,但 却 是 它 的 理论 的 两 个 基本 工具 : von Ne- 
umann 二 袖 变 换 子 定理 ,与 Kaplansky 称 密 性 定理 。 

设 将 是 Hilbert 空间 ，BCe2 ) 表示 好 中 有 界线 狂 算 子 
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的 全 体 .在 BE ) 中 , 除去 算 子 范 数 产 生 的 拓扑 (一 致 拓扑 ) 引 ， 
遂 请 我 们 还 引入 王 种 局 部 廿 的 Hausdorff 线性 拓扑 ; 

C1) 弱 算 于 拓扑 ,网 dr~> 0, 指 

《ai 0 YE 
《2 强 算 子 拓 扑 , 两 o 一 0， 指 
| sr —0, VEé 2, 

为 了 寻 免 过 多 的 拓扑 的 分 析 ,我 们 承认 下 面 的 事实 ， 

引 理 5.8.28 如 内 下 是 B《 巡 》 的 凸 子 集 ， 则 下 的 弦 算 子 闭 
包 与 强 算 子 闭 包 是 相间 的 . 

现在 来 讨论 vom Nermann 代数 ， 

定义 $5.8.29 设 呈 是 Hilbert 空间 ,对 是 HE 的 沙子 
代数 。 时 称 沟 【 演 ” 中 的 ) Yon Neumann 代数 , 指 对 ”一 时 ,这 
里 M'= {be BO ) ba ob, Vae MI}, M” — (MY 

定理 5.8.30 《von Neumann 二 次 交换 子 定 理 ) 设计 是 
BE 》 的 半 子 代数 , 且 16 计 ， 这 里 1 是 九 中 的 恒 等 算 子 ， 则 
村 是 von Neumann 代数 ,必须 且 愉 须 , M 是 强 算 于 闭 的 . 

证 必要 性 是 显然 的 ,只 须 证 明 充 分 性 。 设 邮 是 束 算 子 财 的 ， 
我 们 要 让 明 戏 一 M 显然 MCM", 

性 间 固定 ee 对 "“， 并 考虑 ea 的 任意 强 算 子 邻 域 

Ulta,Bs Ee) — {6€ BC ) lla 

一 | 8; 1 本 3 
售 
彬 一 此 四 .8 (a 个 ) 
全 是 由 {C566,…,6b8,)1be M】 生成 的 好 的 闭 于 空间 ,一 
(pyjeiiee 是 好 到 半 上 的 直 交 投影 这 里 py€ BC ), 1 专 
1 去 xz。 对 任 沪 的 B56 村 ， 令 
Bi = (bm bs), Vi mh € 让， 
则 ze 了 KB)， 并 旦 对 关 是 不 变 的 ,因此 ， 
bp 一 po, YhE M, 

从 而 ， pii€ M'， Visi, 岂 于 
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PE =— bE , ve MM, 
bi HY) pibti™— b >) pssis 
了 区 


1 ssSm M， 特别 ，5; 一 Dpi8i, 1 所 1 所 #4. 由 于 4 
与 pij; 交换 ,因此 ， 
a 全 0 1 Ei 

即 《a 086) ， 今 依 产 的 定义 ,对 上 面 的 8 之 0， 有 36 
对 ,使 得 

leas; — bil| < e, 1 i 
这 说 明 

Ula,tis* ,ts 5)N MA , 
.Past is) 是 任意 的 ,于 是 ，ae 对 的 强 算 子 闭 包 ， 今 对 
是 弱 算 子 采 的 ,因此 ，eeEM， 即 有 M”"CCM，M 一 对 "。 证 毕 。 

定理 5.8.31 (‘Kaplansky 向 密 性 定理 ) 设 村 ,NN 都 是 
如 (8 ) 的 来 于 代数 ,并 且 NCM 及 在 邓 中 是 弱 算 子 和 再 的 ， 则 
(CN): 在 CM》 中 是 强 算 子 稠 的 ,这 里 《Ni CH) 分 别 是 N,M 
《 依 算 子 范 数 ?的 单位 球 ， 

证 ”由 于 灶 送 算是 弱 算 子 连 续 的 ， 因 此 ，wa 在 对 5 中 也 是 
红 算 子平 的 ， 这 里 Ny, Mn 分 别 是 WN, MM 中 上 自 伴 元 的 全 体 。 依 
引 理 5.8.28, Ns 在 Ma 中 也 是 强 算 子 笨 的 。 

我 们 无 站 假 定 训 ， 邮 炭 算 子 范 激 避 是 打 的 。 对 任意 的 2* 一 
aeE(MY, 令 一 al + (1 一 co 二， 于 是 ，a'€ MM， 并 且 
so 一 20(1 十 og0)7， 取 Ny 中 的 网 如 er 并 令 刀 一 
28 Cl 十 520， 则 好 一 如 LCN),, wi。 我 们 来 证 朋 


事实 上 ， 


ls 


pe 


toa + ey) 
(+ od ol + a ) 
十 《1 十 本 人 一 有 8 十 号 
一 《1 十 BE 一 of + oy 

十 四 ba — ba, 
由 于 名 了 1 YI 因此 ,5 
#4。 这 说 明 (Ns) 在 (CM) 中 是 强 算 子 稠 的 。 

如 果 在 嫉 图 绕 中 令 
MD {ogrenialos et M, 1 ei! S21}, 
NO 下 
周 样 有 《RN 在 【 季 凡 六 中 是 踢 算 子 秋 的 。 
邻 对 任意 的 a€ (MM)， 
”站 站 本 
(: Ca Di。 
于 是 有 《PP)， 中 的 网 
温 算 于 (0 4 
Cpcus 有 (0 “), 

特别 5 人 DE CN))， 并且 和 -可 5。 证 tH 
注 ” 证明 中 我 们 也 指出 ，CNa) 在 《Mph 中 是 强 算 子 和 社 
的 , 


习题 
C1) 设 1 是 本 ”中 一 族 von Neumann 民 数 ， 刚 站 M ,== 


了 


村 也 是 绕 中 的 von Neumann 代数 ,并 且 对 由 \} af 生成， 
下 


* E20 


C2) 设计 是 名 中 的 von Neumann 代数 ,aE MM 日 era 一 za， 
则 4 的 谱 测 训 上 本， 特别 , 虹 是 其 投影 全 体 的 线 件 鲁 亿 《【 依 算 子 
范 烙 )。 此 邹 , 若 be MM，5 一 v 不 极 分 解 , 则 EM， 


$8.6 迁移 定理 与 不 可 约 的 * 表 示 


第 一 章 呈 ,我 们 引入 了 代数 的 不 可 约 家 去 的 概念 (定义 1.4.5Y， 
并 卡 .指出 它 有 具有 迁移 的 性 质 《 命 古 1.4.6) .我们 又 在 本 章 $3 中 引 
人 Banach 六 代数 的 六 表示 的 概念 (定义 5.3.4), 由 及 拓 相 不 可 约 
* 表示 的 概念 (定义 5.5.1)、 本 小 节 将 指出 ， 对 于 c* 代数 的 * 表 
示 而 言 :( 代 数 ) 不 可 约 与 拓扑 不 可 约 是 相互 等 价 的 。 

命题 58.32 设 {x, 密 "} 昆 co 代数 4 的 永 表 示 ， 齐 地 是 括 
扑 不 可 约 的 , 当 旦 仅 当 ，x(A) 在 8 ) 中 是 弱 算 子 秽 的 。 

证 充分 性 由 命题 5.5.2 立 见 .反之 设 * 是 拓扑 不 可 芍 的 ， 依 
命题 5.52,xCA)" 一 有 (2 )， 依 定理 58.30，(z(C4) + CI 在 
BL ) 中 是 红 算 子 稠 的。 此 外 , 如果 {di} 是 4 的 逼近 单位 元 , 易 
证 zi- 之 7T， 因 此 ，x( 4 在 8(C25) 中 是 弱 货 子 稠 的 .证 
计 , 

引 理 5.8.33 设 娘 是 Hilbert 空间 ,5 臣 ,1 过 i 之 
#， 并 且 《名 ;51) 一 8，Yi,j， 则 存在 5€ 了 (2 )， 使 得 引 | 一 


Wi 及 和 2 Bln, 此 外 ,车 已 知 有 ”太一 
#E BC ), hE: = N,. 1 < AS 由 前 苗 的 5 也 可 满足 b* = 


b. 


证 设 吾 是 由 {m11 壕 二 各 4} 张 成 的 线性 子 空间 ， 并 取 
{#.,**- "Em} 力主 的 直 交 规范 基 ， 这 里 11 = 他。 干 是 可 写 


ni Dri, 1 < i 


今 取 be BOOE), 使 得 bE'—10}, bECE, 有 目 在 EE 的 基 {E,*…:， 
tm} 中 有 和 掩 阵 表示 


= 实 必 3 


2 


1 二 1 了 “1 十 和 1 


ml mr “Irs | 


对 于 引 理 的 前 一 部 份 ， 到 A 一 0， 即 风 5 满 足 要 求 ， 县 和 记 专 
祖 ; Ww 上。 对 引 理 的 后 一 部 份 , 令 


Cmts "im, 
内 ER a 
tnt.m m,n 


岂 志 有 Bi 一 1 寺 ? 坟 nn， 叉 由 二 
Tie > AN AAG bi 
— (FRE 1 
因此 ，&8* 一 上 此 外 ， 
a 一 “太一 max{|21 1A€ ocb*5)} 


Sb) 一 Spgs 


< > [nl 二 >» > EE 2 > {nN , 
lm] i=r+ 1=1 {= 


证 毕 。 

引 理 3.8.34 设 4 是 Hiiberr 空间 人 媒 中 的 c 人 代数 ,并 且 -4 
在 如 中 是 拓扑 不 可 约 的 ， 设 。,t€ BE ), 其 中 e 是 有 限 秩 的 
直 交 投影 ， 令 户 是 久 到 由 :这 Die 如 张 成 的 线性 子 空间 上 
的 直 交 投影 , 则 对 于 任何 的 8 > 0， 有 26 4， 使 得 

be 一 #0, |ol lpipll + 。 
二 外 ,和 如 果 起 ==1， 则 车 面 的 56 还 可 以 满足 6* 一 ,5 引 二 pt， 
证 设 fg- -So 基 如 的 直 交 规范 基 。 
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对 s > 9， 依 定理 5.8.31, 有 ae 4， 使 得 
os 一 pipéi < 6 1 Si m, loll < prpl. 
依 引 理 5.8.33, 有 me BC 如 )， 信 得 
站 上 一 pipsi 一 beis | tp, 


fa < 2 > | pips, 一 bosill’ < 2mei, 
f=1+ 


同样 对 8; > 0， 有 ff 用， 使 位 
和 一 ati 8 1 
a < oll C2) Ee,, 
Tr ; 一 般 有 {a 一 pip， a." B(Y )， {Bo, bs A, 
使 得 
上 ai 一 Bs < ens 1 Si 0,1,.…, 
Gri 一 R=0,1],*-*, 
ll lad 所 C21 ey, = 1,2,-.…， 
[Bl < acl 
此 让， 抒 虹 疗 一 +， 依 定 球 5.8.31 后 本 的 注 及 引 到 5.8.33， 可 取 
2 
如 果 取 8 一 (2m) 2 tse, 则 et <2tey 克 一 1 2 


再 令 5 一 >》 54， 则 5E A, 并且 
下 二 0D 
él < lpspll + e, 
dE: = lim > bi = lm Ca 一 gyndi) = pipéss 


1 mm 特别 ，be 一 prpe 一 2。 

最 后 ,如 果 并 一 1:， 前 面 已 指出 可 取 号 富 a 一 了， Vi， 
因此 ，&* 一 prp 是 p' 刻 中 的 自 伴 算 子 ， 因 此 有 Pp 这 的 直 
交规 范 基 {7 3m】 及 实数 组 {ty ,im}， 个 得 

Pipn; Him 1 i 
于 是 ，B; 一 jp 一 HH，1 志 ! 夺 ， 作 实 值 连续 潮 数 


二 让 可 可 人 


1 ， 如 果 121 志 |pipj]， 
.0D) 一 1 一 |pzp|， 如 果 42 所 一 pipll， 
| prpll, 如 时 之 pe 
由 于 14 委 |pt[，1 委 和 站， 因 时 共有) 让 一 外 证 wz 由 
此 ， 
Ho) = fbye 下 二名 S| ptpl, 

大 Be 一 pipe 一 tte。 十 毕 ， 

定理 5.8.33 设 fr 是 c* 代数 4 的 拍 提 不 可 的 * 玲 
示 ，ey 1€ Be ])， 并 且 。 是 有 限 秩 的 直 交 投影， 令 P 是 : 巡 到 
op Ute 2 张 成 的 线性 于 空间 上 的 直 交 投影 ， 斯 对 于 和 任 瘟 的 
E > 有 ea.4， 使 得 

rae se, la < lpipl + #, 

联 外 ,如 末 六 二 1， 则 也 可 取 a* 一 a 

事实 上 ,由 使 版 5.8.32 与 引 理 5.8.34 立 见 ， 

定理 9.8.33 c* 代数 的 拓 扩 不 可 约 六 表示 也是 (人 代数》 不 可 约 

证 设 tr 并 } 是 ec* 代数 有 4 的 拓扑 不 可 约 让 示 ， 百 是 
2 的 非 等 真 的 线性 子 空间 ,于 是 ,有 0 到 tEB 及 1E 训 \E. 令 
e 是 并 ”到 一 锥 子 空间 CE ~ 的 直 交 投影 ，r€ 8C: 绕 )， 使 得 
tt 一 H，。 依 定理 5.8.35, 有 ac A,， 使 得 ra)e 一 上 ， 即 x(a)#= 
于 二 1# 因 此 ，E 不 能 是 xt44) 的 不 变 子 空间 。 从 而 4 也 是 《 代 
数 ) 沾 可 约 的 。 证 毕 。 


a 了 上 不 二 


第 六 章 ”抽象 调 和 分 析 的 基础 


本 章 利用 前 面 建立 的 Banach 六 代数 的 理论 ， 对 抽象 调和 分 
析 作 初步 的 介绍 .第 一 节 介 绍 Haar 测度 与 模 函 数 ; 第 二 节 讨 论 局 
部 紧 群 G 的 群 代数 LX《G)， 竺 列 指 出 了 ; LiC(G》 的 米 表示 的 完 
全 福 ( 完 夺 G2.12), 以 及 避 的 丁 浇 示 的 完全 性 ( 定 理 6.2.19); 第 三 
节 计 论 交 换 的 局 部 紧 群 , 通过 Bochner 定理 (6.3.6)，Fourier 谈 
换 的 道 转 定 理 (6.3.10) 此 Plancherel 定理 (6.3.12) 等 ,给 予 Pon- 
tryagin 对 偶 性 定理 《6.3.20) 以 简单 的 分 析 证 明 ; 第 四 节 利 用 FH* 
代数 香 沦 《 见 第 五 章 7), 讨论 了 紧 群 的 构 坦 及 其 本 表示 ; 特别 
指出 紧 群 的 尾 何 王 表 示 可 分 解 为 不 可 约 西 表示 族 的 直 和 ， 并 且 每 
个 不 可 的 本 表示 必 是 有 了 痕 维 的 (定理 6.3.9)， 

本 章 内 容 较 汶 经 典 , 可 做 岂 [12,22,37,40,43,50], 


8 局 部 条 群 上 的 Haar 调度 


定 尽 和 1 写 称 为 拓扑 群 , 指 它 既 是 群 , 又 是 拓扑 到 间 , 并 日 
群 的 运算 关于 拓 趟 是 连续 的 ， 即 喘 象 《5GXGG 一 全 与 
一 是 过 续 的 ， 

命题 和 1.2 (1) 设 吕 是 群 , 又 是 折 扑 空间 ,由 G 是 拓 隙 群 ， 当 
和 且 仅 沼 , 暴 人 委 (一 1 XG- 一 6 是 连续 的 ，; 

(2) 设 互 是 拓扑 群 ，s€ GG， 则 :的 性 仔 令 域 可 以 写成 Vs 或 
0 的 形式 ,这 里 上 是 elG 的 单位 元 》 的 邻 域 ， 换 言 之 ,如 的 拓扑 
将 肖 单 位 元 的 邻 域 系 统 来 决定 ; 

” (3) 设 G 蚌 拓扑 群 ，U 是 单位 元 。 的 邻 域 ， 则 存在 < 的 邹 域 
V， 使 得 
VV VCU, ViCU, 


sn 玫 了 


证 (1) 必要 性 ”由 于 四 和 象 《9 昌 一 5 是 爱 轨 (1, 一 
C7 与 (85 的 复 台 ,而 后 窗 的 两 个 惧 象 优盘 这 是 连 
续 的 ;因此 (ICG X GG 弄 是 连续 的 ， 

反之 设 G4 让 一 1! 是 连续 的 ,于 是 如 果 5 于， 则 (Ce, 
fessj， 从， 二 #1 一 上! ， 这 表明 5s 一 51 一 上 GG 蚌 
连续 的 。 进 而 看 (sD 一 全: 一世 关于 可 而 人 划一 
XG CG 也 是 连续 的 ， 

(2) 设 了 臣 : 的 邻 域 , 由 于 〈e 一 65 一;， 依 连续 性 ,将 有 
e 的 邻 域 让 的 邻 域 六 ,使 得 玉 FCV， 和 特别 ，Wi: 世 FF, WC 
U 一 Vs ， 国 此 ,区 也 是 。 的 分 焉 ,并 且 二 Us. 疝 样 由 《6 一 
se 一 5， 可 网 7 是 < 的 邻 城 

(3) 由 于 〈ese) 一 下 一 上， 依 连续 性 ;有 的 邻 域 WY', 匈 '， 
使 得 WW CUV。 使 玉 一 WN 人 NW 由 WCU,， 再 令 下 一 
琴 丰 一 ， 易 证 它 记 是 = 的 叙 域 , 满足 FF 一 V1,， VCU， 今 内 
须 证 明 FCU, 设 s€ 玉 ， 由 于 sV 是 ;的 邻 域 , 了 是 的 闭 包 , 因 
此 、，s 玉 人 关中 。 有 也 而 有 x,，yYEV， 使 得 sr 一 9， 或 :一 yx 1€ 
VV l= VCU, 即 FCUVU， 证 举 . 

定义 6.1.3 拓扑 群 G 称 为 局 部 紧 烙 , 指 它 作为 拓扑 空间 是 局 
部 紧 Hausdorff 和 的， 

3| 理 .14 设 天 ,YY 是 Hausdorff 拓扑 衬 [ 则 ,是 区 xY 上 
的 实 秆 连续 函数 ,天 是 和 的 紧 子 浊 ， 则 对 于 任意 前 8 > 0， 丙 一 
{7EY[fzayJ 一 E，Yxe 天 是 了 的 开 子 集 ， 

证 显然 UU 一 (x,EXX YIf(x ss 是 XXY 的 


开 子 集 , 并 且 WW 一 [| {YEY|(x,y)€ ET， 于 是 


Y\W = |) {yEYI(x,y) EE F}™— Prl(K x YNP), 


这 里 下 一 《EXT 是 (于 XY) 和 的 闭 子 集 , Py 是 (XXY) 
到 Y 上 的 投影 映 诅 ， 
今 设 在 Y 中， yetY\ WW) y, 于 是 有 各 EE 下， 使 香 (xr 


和 十 丰 站 


jE CK X 了) 月 下，YI。 由 于 天 是 紧 的 ， 必 要 了 时代 以 子 网 ， 可 设 
zi -YE 发 。 于 是 在 【其 XT 了 ) 由 《zs 一 《x y), 位 (Kx 
YD7) 门 五 是 团 的 , 因此 (x,7)€ (CK XY 了 NF， 从 而, yy = Py(x， 
Yj) Y\H .这 表明 (Y\W》 是 闭 的 ,因此 ,W 是 开 移 证 毕 ， 

命题 6.1.5 设 G 是 局 部 紧 群 ，f€ CFCG)， 则 ff 在 G 上 是 一 
至 连续 的 , 即 对 任 瘟 的 。 > 0， 有 有 2<C 的 单位 元 》 的 邻 域 0, 保 
得 只 要 s,f€E G 并 有 of! 或 者 EV， 就 有 

[fCD CO— (DD| 6, 

证 对 8 之 0， 取 G 芍 紧 于 集 KK, 使 得 

f(z) | < ef2, Vz KK, 
设 了 是 e 的 紧邻 域 ,并 是 了 一 了 一， 全 

| Fe — fr)| < ,Wre KV, wn 
[FO —— fr) | E,WEVEKE “ 
依 引 理 6.1.4, 仿 是 局 的 开 子 集 ， 并 导 eE 环 。 今 取 UU=WNY 
将 满足 要 求 。 圳 实 上 ; 设 sEU， 如 办 x€ KV, 由 于 séEUCW,， 
因此 ， [f(x) 一 Cxs)| 过 6; 如 果 x 站 KKK， 自然 xz 关 且 ， 这 时 
世 有 zx 和 KC 御 则 we Ks iCKUTOCKYT1 一 KV 矛盾 ), 过 此 ， 
j f(x)| 与 x02| 都 之 E12，11(8) 一 大 xz 之 8。 尺 之 有 
| 六 一 大 | < SEC sE Uo, 


w= {eo 


同 伍 证 崩 
(fo fOr | 8, Yre 0, rs€ VU, 

证 毕 . 

定义 6.1.6 设 如 是 局 部 紧 群 ， 上 称 为 如 上 无 不 变 的 《或 者 不 
变 的 ) Haar 测度 , 指 # 是 非 零 的 正则 Borel 测度 ,并 且 (8)~… 
pu(E) (或 者 (BI 一 p(BE)), Yst G 及 E 是 6G 的 Borel 三 集 ， 

我 们 回忆 一 下 若干 术语 ?.。 GG 的 于 集 E 称 为 Borel 的 , 模 瑟 
属于 由 GG 的 所 有 紧 于 集 生成 的 o-Bool 环 ; 定 尺 在 所 有 Borel 子 案 
上 狗 注 度 z 称 为 Berel 的 , 指 对 子 殷 的 任 位 紧 子 集 和 天， 有 2 (KK) 过 


1 例 见 Halmos, P. BR., Measure theory, New York, 1950. 


= 2i090" 


十 oo; Borel 测度 > 称 为 正则 的 , 指 对 于 任意 的 Borel 子 集 互 . 有 
FE)= sup{lr(K)IK 紧 , 并 且 KCE} 
一 inffifz)lE 是 于 Borel 于 集 , 并 日 UETY. 
福 意 对 任何 国定 的 :EG 13 ft 及 zt 一 都 是 GG 中 的 
同 凸 爱 象 ， 由 此 易 见 ， 如 果 EE 是 的 Borel 子 集 ， 风 sE, Es 及 
“也 都 是 G 的 Borel 子 集 .。 
我 们 妹 认 下 面 Haar-vyon Neumann_-Weil 的 结果 , 
定理 6.1.7 设 如 是 局 部 紧 群 , 则 除去 正常 数 网 子 外 ， 瑟 工大 
不 蛮 的 (或 右 不 变 的 ) Haar 测度 是 唯一 在 在 的 . 
命题 5.1.8 没 如 是 局 部 紧 群 , 产 是 G 上 友 不 变 的 Haar 测度 ， 
1》 如 果 如 是 忆 的 非 空 开 子 集 , 则 wwCU) > 人 
(2 5 是 有 限 的 , 当 旦 仪 当 , G 是 紧 的 ; 
C3) pttel) > 0， 当 且 仅 当 ,，G 是 离散 的 ， 这 里 。 是 的 单 
位 元 . 
证 《1) 如 果 g(t0) 一 0， 取 定 rED，、F 一 性 是 e 的 开 
邻 域 , 并 且 jkVY) 一 0， 对 如 的 人行 何 紧 子 集 天 ，TF1E 是 天 


的 开 复 盖 , 因 此 有 51 "sn 使 得 国 sv OK., 四 此 ， 


pK) EF pV) ~ splV) 0, 


乓 是 任意 的 :因此 pg 二 0。 矛盾, 

(2》 如 朱 扫 是 紧 的 , 则 pp(G) 之 十 so ， 因 此 ,5 是 有 限 的 . 反 
之 设 上 是 有 限 的 。 若 G 不 是 紧 的 ， 取 定 。 的 开 邻 域 吕 ,并且 避 是 
紧 的 , 则 G 不 能 为 有 限 个 形 如 sU 的 子 集 所 复 盖 。 换 言 之 ， 将 月 污 


穷 列 {4.} CG， 合 得 ， 站 U :wa 这 2。 依 命 题 6.1.2, 可 服 


# 的 开 邻 域 下, 使 得 
FF 下 1， VO, 
于 某 入 之 #2， 我们 说 VY 站 VY 一 %， 
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事实 上 ,车 有 :EE soV [snoV， 则 
本 一 和 


EFF Ca UC \ st , 


这 与 的 性 质 祖 矛盾 因此 ,ss.V ss 一 ，YVs 天 wm， 上皇 依 
(1), 


af U iV) 一 > As DF CP) T+, 


这 与 产 的 有 限 性 相 了 矛盾 。 央 此 ,G 必然 是 紧 的 。 

(3) 如 昌 扣 是 离散 的 , 依 人 17，&CfelD)>>0. 反 之 设 AKCfe> 
0， 若 所 不 是 离散 的 ， 必 有 :€G， 它 不 是 6G 的 拆 立 态 。 于 起， 如 
果 天 是 工 的 紧 郎 城 ， 天 将 包 售 无 穷 多 个 不 同 的 点 。 设 lss 炮 开 
中 的 无 窍 列 , 则 

十 co > KE) Dn}) = DD) el{e}) = +o0, 


六 盾 。 因 此 ,GC 必然 是 离散 的 。 证 毕 ， 

定 以 和 .1.3 设 台 是 局 部 紧 群 ，p: 是 G 上 左 不 变 的 Haar 测 
上 度 , 属 上 严格 正 的 画 数 4(*)》 称 汐 模 峭 数 , 措 对 于 尾 意 的 sEG 及 
如 的 Borsi 子 集 上 ,有 

usAEs ) = A ut E), 

由 于 gxtrs 1 仍然 是 6 上 左 未 变 的 Haar 测度 , 依 定理 6.1.7, 校 
洋 数 六 是 唯一 存在 的 :并 下 不 依赖 于 gj 的 选择 ， 

定理 全 1.40 设 Gpp4C'》 如 害 6.1.9, 

(1) 2 的) 是 G 上 的 连续 了 项 壮 ， 并 且 满 足 2C12) 一 90409)， 
Ws ECG,ACe) 二 1， 这 里 是 如 的 单位 元 ; 

(2) 全 和 一 48 如 对 任意 Borel 于 集 五， 


mE) 一 | MD04r， 


由 ge 是 G 上 右 不 变 的 Haar 测度 ;并且 x, ~ 上 及 对 任何 Be- 
rel 子 案 ER 有 nw(E)= wtE ); 
439 设 了 是 至 上 紧 支 集 的 连续 函数 ，xe G， 并 


了 


(FCs)d nile) 一 4(s) | FDd eke), 


(ard) = {fdr = fda, 
证 (1) 对 性 何 的 Borel 子 集 8， 
DAE) 一 p(B = MD nC EE) 
一 CO RE ), 
wj 是 不 恒 为 0 的 因此，atrr) 一 XC9)40f)，Ys，tE GGG。 特别 ， 
14fe) 一 1。 今 证 江 :)》 的 连续 性 . 
任意 取 定 @ 的 非 空 开 子 集 媚 ， 并 生得 己 紧 ， 作 G 上 的 连续 消 
数 站 使得 这 0，supp CV， fdpxn) 一 1. 再 取 定 。 的 紧 
邻 域 YY, 并且 下 一 了 
对 于 任意 的 ;EG 及 58 之 0, 代 命 题 61.5 有 “的 邻 域 
WCV， 使 得 只 要 x 'yE 这 、 就 有 
| Ta 一 fi)| < elM, 
这 里 一 gdAUVoD( 之 0, 依 命 若 5.1.8)， 从 而 当 fr& J 时 ， 
[FOxs) 一 Fr)| < El/M, VxE GO. 
由 于 supp fCUV， 不 玲 证 明 , 当 1€ sW 时 ， 
suppl 大 一 其 :| 有 了 人 
由 此 , 当 #1& sH 时 ， 


1 — AC5)| = | Crs) — Hxe) Nd nuts) 
< fC) — fxn) 1d pl) 
< 二 并 氏 CT 一 6 


这 说 下 六 ) 是 连续 隐 ， 
《2)》 由 于 14)》 是 严格 正 的 ， 因 此 ，px ~ Ai 对 的 任意 
Borel 子 党 百 有 SEC， 和 信 4(:)】 的 定 电 ， 


AEr) 一 1 | Ces)a piles) 


- I. 


一 400 | LCxs Yd pC) 
一 | ade) 一 pl E). 


因此 ， zx, 是 可 不 灾 的 ， 
若 命 &(') 一 gz， ”显然 & 也 是 大 不 变 的 . 依 定理 6.1.7， 
有 正 带 数 C， 使 得 Cp, 一 pg。 今 内 须 证 明 C 一 1。 对 任意 的 
s>0， 取 ee 的 紧邻 域 D, 并且 U 一 U !， 使 得 
AC 1 we 
设 了 是 GG 上 的 连续 孙 数 , 满 了 了 宇 0，supp CC。 再 令 


&(f) 一 了 《并 站 十 拓 VE 
则 8 也 是 G 上 非 负 连续 函数 ，gC 和 一 g(r ViIEG， 及 supp gC 性 
U， 无 妨 认 为 
| eCard — 1, 
于 是 


i = | gC Ya pcs) | spzurke 


:一 | gtdntt) = | cap 


— Cc | xpgCodur 


— C+C| G0 — Dec)anle), 


其 中 | 第 二 项 |<Ce。8 0 是 任意 的 ,因此 ，C 一 1。 
(3) 是 显然 的 。 证 毕 ， 
定义 6.111 局 部 紧 群 G 称 为 么 模 的 , 指 模 函 数 4C.) 一 1, 
这 和 针 若 命 名 一 好 一 gp,， 则 对 于 G 上 任何 紧 支 集 的 连续 荡 
数 了 及 sf1ECG, 如 的 Borel 子 集 ,有 


| fC)d px) 一 | fs)a nC) 一 | fx- dps), 
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PKs 瑟 上 一 nCE). 

命题 6.1.12 离散 群 , 紧 群 及 交换 的 局 部 紧 群 都 是 么 模 的 。 

证 ” 设 避 是 离散 群 ,5 是 上 6 的 Borel 子 华 , 则 EE 是 可 数 的 . 若 
#E 表示 中 旋 的 个 数 , 则 

HAHAE) = E+ pl{e}) oo OE): pl{et) = nlE '), 
因 些 ，4C:) 一 1， 

设 如 是 紧 的 , 了 是 CG 上 的 连续 函数 ， 依 定理 6.1.10 (3); 对 任 
意 的 YEG 有 


4(5) Leion | tsa pe). 


若 取 一 1， 闻 见 its) 一 1。 
今 设 所 是 交换 的 ;对 人 上 和 企 何 紧 支 党 的 连续 函数 了 及 荆 如 


1(5) | fa el) 一 | fpDderxa 


= | FapdudoD = | FnDder(a， 
因此 ，2Cs) ~ 1。 证 毕 。 


习题 


《1) 设 委 是 拓扑 群 ,天 是 @G 的 紧 子 集 ,D 是 @ 的 开 子 乐 ， 并 有 天 王 
口 , 则 存在 eCG 的 单位 元 ) 的 邻 城 了 ,使 得 VKV CU, 

(2) 设 @ 是 拓扑 群 ， 关 ,天 天 是 G 的 紧 子 集 , 则 KK:， 玉 1 也 是 
G 的 蛇 子 集 ， 

(3) 设 忆 是 局 部 紧 群 ， 光 -) 是 模 了 消 数 ,举例 说 明 记 *) 社 G 上 未 
必 是 一 致 连续 的 中 ， 


$2. 局 部 蔡 群 的 群 代数 


$2.1 Banach +* 代数 L(G) 


设 G 是 局 部 紧 焙 ,是 GG 上 左 不 恋 和 的 Haar 测度 ，1C.) 是 寞 
六 部 ， 
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记 LG) = EXKGse)， 依 站 一 |7GD1enk9 是 如- 


nach 空中 ]， 
定义 6.2.1 在 了 工 4C) 中 引信 潍 靶 


(f+ 0) 一 | jg sa pd) 


一 | js)gtt Vd att) 


i 
x 
ee: 


0 ~ DF. 

易 见 中 fh 一目 诈 ， 并 依 Fubini 定理 ， 上 :gb 志和 和 gh 
由 些 ，LIG) 起 Banach 米 代数 , 并 且 米 运算 是 等 距 的 ， 它 称 为 
局 彰 紧 群 鼠 的 群 代数 。 

注 “ 一般，Banach 六 代数 LCG) 不 必 是 应 光 的 ， 

命题 6.2.2 C1) LWG) 是 交换 的 : 当 且 公 当 ,中 是 芝 昼 的 ; 

《2) L':CG)》 有 单位 元 ; 当 了 二 仅 当 ,GG 是 离散 的 ， 

证 (1) 设 6G 是 交换 的 ,这 时 1:) 二 上，4dR(D) dp(f)， 
从 而 


Cf OO = | fe Vande) 
= | sf dp = Cg* PO), 


vf,8E 上 XAG)， 因 此 ，L 上 XG) 是 交换 的 。 
令 设 L(G)】 是 交换 的 ， 于 是 对 如 上 上 任何 紧 支 集 的 连 丝 图 铬 
于 5 上 iE 女 ， 
DO (f+ gH — Cer Dus) 
~— | fg — gsr Ya nb), 
了 是 任意 的 ,因此 ， 
SEE) oo BOF) oo 0 Vesss ts 
命 5 一 8， 可 见 4C) 一 1。 从 | 而，8(51D) 一 g1)》 一 0，Yg,;sst, 册 
此 可 有 见 匠 是 交换 的 。 


a 卫 了 本 


(23 如 果 @G 是 离散 的 ,无 站 认为 nC{feD) 一 1， 到 

， 1， 如 了 一 6) 

5 le” i 
易 见 6, 是 L(G) 的 单位 元 . 反之 设 8C-) 是 L'(G) 的 单位 元 ， 
为 证 G 是 离散 的 , 依 命题 6.1.8, 只 须 证 明 

inf{y(U)1U 是 包含 的 Borel 并 子 集 } 一 pgteh > 0， 
若 不 然 ， 对 于 e > 0， 由 于 se L(G), 将 有 。 的 开 Borel 子 集 
的 邻 域 上 ,使 得 
| le) Iamce) <e, 


取 * 的 紧邻 域 了 , 使 得 了 一 7 了， 天 和 5， 显然 了 的 特征 图 数 
Xv E LX《G)。， 对 性 何 的 5 G， 


xy CO = (8 Kp) 一 1 orm et 


| C2)d tt) <| Iara ld) 8 如 se， 
Tt I D 


0, 如 :EV, 

这 当世 1，、 由 于 pV) 之 0， 将 发 生 矛 盾 ， 因此， 和 {ey) 记 
0。 证 毕 ， 

引 理 6.2,.3 (整体 连续 性 ) 设 了 ELIG)， 风 Cy 一 了 5 
站 是 G XG 到 L(G) 中 的 疾 续 映 象 ， 

证 定义 《TIODC) 二 g(t' 让， 显然 

Tsgll = 站 Yee LCG). 

对 任意 夯 定 的 ;+E G 及 8 > 0， 由 于 紧 支 集 的 连续 消 数 全 体 在 
LWG》 中 和 铂 ， 因 此 对 于 待定 的 正 数 9 一 ss)， 有 紧 支 集 连 组 函 
数 g， 使 得 


上 — gll, < 
8# 在 G 上 是 一 臻 连续 的 《命题 6.1.5), 因此 ， 对 待定 的 正 数 9 一 
"(8958)， 有 2 的 紧 储 域 有 一 下 ， 使 得 
(34 — gr rt) | < | glxt) — gle rt) 
+ [gels rt) — grrt)| < yy, 


= 了 


VxE Gr! 及 YEW 于 是 
Ge — fxr) 1a p(s) 
< TCF gE + 17% 一 8》l 
十 | es 一 上 Fr ZU] 


DAO + el KE) 
十 pts TK)) 
= AD + A ICN + 9 KY), 
YE ， 这 里 民 一 supp 8。 现在 只 村 nm， wm 充分 小 ， 
和 fxt} 一 下 Be eV! A 证 毕 ， 
注 ”显然 本 引 理 对 并 CG)(p 空 1) 也 成 立 ， 


命题 6.2.4 在 L(G) 中 存在 (有 和 扼 的 双 便 ) 百 近 单位 元 ， 事 
实 . 上 ,对 。 的 任何 令 域 0， 肥 G 上 紧 支 集 的 连续 访 数 ay, 使 得 


op > 0, supp oCU, | eacpDdeo = 1, 


则 当 如 -> fe} 对, 在 LXG) 中 ， 
ao fz>1, fav>f, Vie L(G)., 


证 设 feE LXG)、 依 前 耐 引进 , 当 UV 一 {ej}， 
eo: f— f= | ocd — Ka pl | eu) 


< | code | Fr — fs) dnls) — 0, 


同样 证 明 fo 一 州 :一 0。 证 毕 ， 
广 局面 (命题 5.2.11) 还 指出 二 CCG)》 是 半 单 钝 的。 
$2.2 正 辽 本 与 凿 家 未 


对 于 一 般 的 Banach 类 代数 ,我 们 已 经 有 了 正 泛 砂 的 委 念 4《 定 
闵 5.4.1)， 并 有 命题 工 4.3(《 特 别 是 Schwartz 不 等 式 ). 对 工 !G)， 
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证 一步 市 
命题 2.5 设 G 是 局 部 紧 群 ,Ff 是 KKG) 了 上 的 正 线性 攻 遂 ， 
《1》 于 科 温 足 连续 刁 米 的 ; 
C2) FI = sup{ FCF*» lf eG), Ni < 1} 
一 ln Fl tv) ~ lim Flaw + of), 


谤 四 fap} 如 命 肪 6.2.4; 

C3) IFOAD ?EFI FCOf*: Ff VfE LKG)S: 

(4)》 对 于 任何 的 C 沁 1Fl, 命 FQ) 一 C， 则 FF 可 开 岳 为 
(EXKG)TC) 上 的 正 泛 图 ,并 且 开 拓 后 王 的 范 数 为 《， 

让 C10 击 合 题 和 24 与 定 地 5.4.8 立 砚 ， 

(2) 对 任何 的 e 盖 0， 可 取 fe LIKG)，TiHii 委 1。， 语 得 
1FCDD 上 十 6 室 上 Fl:， 依 富 引 62.4, 月 Do， 只 要 UCU 就 有 
1F(ag' f) 或 者 POf* .an) | + 28 > PI 

依 Schwartz 不 等 式 ， 
[FOry' DR Fler? ot)PCf*e fF, 
[FEF oa) Fon op)F(f* DEE, 
s > 0 是 任意 的 ,因此 (2) 得 证 ， 
(3》 由 FD 二 mFtap* 人 门 , 再 用 Schwartz 不 等 式 立 
见 ， . 
《4》 赴 《3) 与 命题 5.4.7 字 见 。 证 毕 ， 
定义 6.2.6 LIKG) 上 的 正 泛 画 了 了 称 为 态 ， 指 和 Bi 一 1。 记 
态 鸭 全 体 为 2 一 SCEIG7。 
依 命 题 6.2.5，LXG) 上 的 态 可 唯一 六 张 成 为 《L(G) 十 如) 
二 的 态 ( 依 定义 5.5.5 的 意义 并且 到 是 LIG)* 的 凸 子 集 ， 
记 ex 5 为 5 的 端点 全 体 ， 如 果 Feex Ge ， 则 称 了 为 
上 MG) 上 的 和 纯 态 ， 
命题 6.2.7 KGC) 上 的 纯 态 可 以 唯一 扩张 为 《KG 二 DC) 
上 的 纯 态 ;《EACJTTC 上 的 名 玉 限 于 LXG} 成 为 0 或 为 
ECG 上 的 纯 态 ， 


站 hs 


证 明 完 全 与 命题 5.48.17 相间 ， 

已 经 指出 《定理 5.3.6)，Banach 代数 的 米 表 示 自 动 是 连续 
的 。 对 于 ZKG) 进一步 有 

命题 6.2.8 设 fr 2 基 L(G) 的 米 表 示 , 则 lz| 专 1， 

证 令 zt1) 一 1( 逆 ”中 的 乙 等 算 子 ), 则 «扩充 为 (LG) 十 
C) 的 求 表示。 对 任意 的 EE 22 ，(x(. 58》 是 《ELKG) 十 C) 上 
的 正 泛 函 ， 从 而 

《让 > 二 iy * fi Cx(1)5, 去》 
米 是 等 上 距 的 ,因此 ， 
上 有 有 < i él Vee 2 ,7eFLCG)， 
天 见 = 过 1。 证 毕 ， 

我 们 已 经 讨论 过 Banach 六 代数 上 正 谤 顶 产 生 药 CNS 构造 
《第 五 童 $ 4)， 对 于 地 KG) 进一步 有 类 似 c* 代数 的 结 兴 ， 

定理 6.2.9 设 了 是 L(G) 上 的 态 ，{fn2] 是 已 产生 的 求 
表示 《GNS 构造 )， 

(1) = 是 循环 的 ,并 且 循 环 矢 上 可 这 样 选取 ,使 得 

AE FO) 一 《让 二 二》， 
vfeEG7, j 是 1 在 懂 中 的 对 应 ; 

(2) 设 名 是 下 在 〈〔ELIKG) 寺 C) 上 的 态 扩 张 ， 住 ， 妇 } 是 久 
产生 的 玉 表 示 , 则 及 到 这 上 上 的 西 算 子 wy 合 得 wxCf)w = 
zf), Vie L(G); 

《3) x 是 拓扑 不 可 约 的 , 当 且 仅 当 ,F 十 纯 浴 ， 

证 ”C1),(2) 的 证 明 与 命题 5.8.21 完全 相信 (内 须 那 里 的 
{ao} 代 之 以 {3 ag))，(3) 由 命题 6.3.7, 定理 55.6 及 (2) 立 

命题 6.2.10 设 如 ,一 上 L(G) 一 2(G, pi， 对 任意 的 f€ 
LKXG)， 命 

Ca PD 一 (GD 一 | f eC) dps), 


YaeE LAG EC tz 如 .是 EKG) 定 实 的 ( 即 一 一 的 ) 
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非 退 化 * 表示 。 

注 “ 非 退 化 ” 指 {zrCDelfe LKG), gE 人 《GD)} 张 成 的 
线性 子 空间 在 兹 . 中 向 ， 这 等 价 于 : 如 时 gE€ FG), 使 得 
me = 0, Vie LG), My == 0. 

本 命题 研 定 义 的 上 * 表 示 , 也 称 为 L(G》 的 正则 表示 ， 

还 首先 指出 上， gj] * el vie LOGY), gE LAG). 
事实 上 


lf eB = {| fdeCrmsYanc® | decs) 
{Cre iOpen) land) Yaals) 


< 
< Wh | dn) Ko eC) Lapke) 


= 衣 了 。 利 才 且 ， 

因此 ，w(f) 确实 是 嫉 ", 中 的 有 界线 性 算 子 ， 进而 县 证 fr ， 
如 ,} 是 KG) 的 表示 ， 

如 床 JE LX《G) 使 得 x(f 有 一 0， 于 是 对 尾 意 的 g€ LG)， 


(iGDeC Dar) ~ {fg Cr a) = 0, p.p.s 
当 8 是 G 上 紧 支 染 连 续 函 数 时 , 依 它 的 一 致 连 续 性 , 梧 见 
| fet ls ate) 


是 :的 连续 函数 ， 再 由 命题 61.8 的 (1)， 可 见 当 & 紧 支 集注 续 
时 ， 


| ial ) ance)—0, vseG, 
因此 ，f 一 0， 即 x, 是 上 下 实 的 ， 


为 证 «是 非 退 化 的 ,只 须 证 明 x,Cey) Ry, 如 对 任意 的 
Fe LG), 要 证 ar *» 8 一 8 一 1 


leo 一 虹 一 | secocecro 一 gCD)4deCD| das) 


时 0 


< | dts) (| co ao) | gts!s) 


— eC an < | au | no 
:jg — ge) Pd 
= | eranl) | ls — abo) Pdpks). 


再 依 引 理 6.2.3, 可见 anv， 一 8; 一 0。 证 毕 . 

命题 6.2.11 工人 C) 是 半 单 纯 的 , 

证 设 1f€ RCLMG))， 于 是 vtf* :让 一 0， 设 {zx,, 嫉 "} 
是 LEG》 的 正则 并 示 ; 它 可 扩充 为 《LMG) 十 C0》 的 米 表 示 ， 于 
是 对 任意 的 gE LXAG)，《z")8， 87 是 (L(G) 十 C0) 上 的 正 泛 
靖 , 今 依 命 是 5.4.3， 

0 x(tf* eg Er De vf m0, 

由 一 区 及 一 0，YeE LAG)， 从 而 x,(f)7 一 0。 依 命题 6.2.10， 
rz 是 忠实 的 ,因此 , 了 一 0。 证 毕 。 

定理 6.2.12( 水 才 示 的 完全 性 ) 对 任意 的 0 夫 了 下 E 工 GD)， 
有 工 萎 G) 的 拓扑 不 柯 约 半 表示 天 使 得 关门 天 和 

证 “如果 对 于 地 KG) 的 任 打 拓扑 不 可 约 米 表 孙 ,x( 门 = 
0， 记 4 一 CG} 二 CC， 对 4 工 任何 纯 坊 FF， 产生 4 的 拓扑 不 可 
约 洒 表示 《rzry eg rsrj， 它 限于 LG) 仍然 是 拓扑 不 可 约 的 ， 
因此 ，zr(f) 一 0。 特别 ，P(fD) 一 《ra(1)8r， #1》 二 0。 注 滞 4 的 
坊 空 间 是 A* 的 弱 亲 紧 廿 子 集 ,从 而 由 Krein-Milmann 定理 ， 对 
4 上 任何 态 f,， 有 Ft 一 0 今 设 {wy， 人 嫉 ,} 是 LG) 的 正 
则 表示 ,于 是 ， 

xt(f ge = 0, Wee LG), 
寻 此 ，x,(1) 二 0, 一 了 0， 蔬 夺 ， 证 毕 . 

引 理 6.213 没 f 了 ELMG),， 是 L(G)》 的 态 空 间 ， 出 
sup 二 六 本 是 LG》 的 站 表示 } 一 sop xkf)x 是 
LX《G) 的 拓扑 不 可 欧 尖 表示 一 sup {FCf*Y 有 人 IFE Y=sup 
[EC oe fF EE exe} fh, 


* el +" 


证 由 于 ECG)》 上 的 态 可 扩张 为 (PIG) 二 CC) 上 的 态 ， 
(CLO) 二 C) 的 态 空 间 是 红 米 紧 凸 的 ， 骨 由 命题 6.2.7,6.2.8 必定 
理 62.9， 可 出 

St 人， 让 2 有 ES 一 supt 下 (了 有 Eeex2A 

志 sup{tjxtfD21llx 是 LG) 的 拓扑 不 可 约 求 表示 } 

< sup 所 站 = 是 工人 5G) 的 米 表 示 } 志 i， 
如 果 fr， 钥 是 KG) 的 米 表示 ， 对 5 之 0， 可 取 “E 绕 ， 
司 | 一 1， 使 得 zxCDI 志 ]xCDE 十 E。 令 FO 一 《x(t， 
57， 它 是 LX《KG) 上 的 正 泛 欧 ,并 且 11 < 和 1， 但 却 有 

PO + eo rtf ei + | 
由 此 可 风 ,sup{F(7Y 了 PFE} 玫 suptlxCDDlx 是 LG) 
的 水表 示 1， 让 毕 ， 

定义 人 214 记 31 理 6.2.13 中 的 数 为 fi,， 它 将 是 L(G》 
上 最 大 的 c* 范 , 依 师 备 化 ,得 到 的 ce* 代数 , 记 作 ce*(G》， 称 为 G 
的 群 c* 代数 。 

LXG) 《作为 六 代数 ) 上 的 范 数 a(*) 称 为 cx 的 , 指 

(于 
Vwf geE& 了 ZXCT。 由 于 定理 6.2.12, 中 .的确 是 EXCGY 上 的 ce* 范 
数 。 此 外 ,如果 alt") 是 LXG》 上 的 ce* 范 , 依 定 理 5.8.22, 次 有 
LXG) 忠实 的 水 表示 x，、 使 得 民 洒 一 人 zf 因此， 小 荐 
L(G 上 最 大 的 ce* 范 数 ， 

命题 8.2.13 (1) LKG) 的 任何 六 表 葵 可 以 唯一 扩张 为 
ec) 的 米 表 不 ; 

(2) SALEGD 一 (eG) 即 c*(G) 上 态 限 于 LNG) 
是 LXG) 上 的 态 , 反之 上 《G) 的 态 可 以 唯一 扩张 为 ce*(G) 上 

证 《1) 由 rp fi， vs)I， 及 ELKG) 在 
ce*《G)》 中 称 即 知 . 

(2) 设 {ag} 如 命题 5.2.4, 由 于 1 ， en 也 是 LEG) 的 
有 界 逼 近 单位 元 ,以 及 LKG) 在 cx(G) 中 箭 ， 因 此 ，{ 必 eol 


“了 


是 e*(G) 的 更 近 单 全 元， 从 而 
pri sy) > 1, 

YE SACHAG)D) 或 (LUG))。 

今 若 PE ex(G)?，plLKG) 自然 蚌 LG) 上 的 正 泛 谤 ， 依 
命题 62.5， 可 山 * 

PILGIE SLIGY)., 
反之 设 pE CLXG))， 依 引 霸 6.2.13， 
le Hl, ve LG), 

从而 P 可 以 唯一 扩张 为 eXEG》 上 的 正 泛 阔 ， 并 且 了 扩张 以 后 的 
范 狐 二 Lmp(o#*，ay) 一 1。 因此 ?可 以 唯一 扩张 汐 cA 妆 人 》 上 的 


$ 2.3 ”局 部 紧 群 的 本 表示 


定义 6.2.16 设 Q 是 局 部 紧 群 ，{w， 上 称 为 如 的 画 表示 ， 
由 对 每 个 *E G， sw, 是 伐 中 的 西 算 子 ,并 有 一 Yt 如， 
区 及 了 一 xiCG 一 《Bf 》， 弱 算 子 哲 扑 ) 是 连续 的 , 则 《zx ,5 1) 
是 G 上 的 连续 函数 ， 吃 06 妇 . 
注意 这 时 :一 加 世 是 强 算 子 连 和 佬 的 。 事实 上 设 在 G 中 ， rr 一 
1， 对 于 尾音 的 5€ CE ， 
nt CO— wl = 2 Oo Cu sm) — Cu E> 
— 2 — 2ily,slF = 0, 
此 外 ,连续 性 的 浏 断 只 纹 在 单位 元 *。 处 ， 事 实 上 , 设 在 e 处 :一 
是 弦 算 子 连续 的 ,如 果 在 G 中 ,11 一 5 则 9 一 e， 从 而 对 任意 
的 $5,n5 2 ， 
Ce 一 有 一 《一 
因此 ，4 居 7>》 是 台 土 购 连 综 通 数 ，vwE9E 
定理 S$.2.17 设 召 直 局 部 紧 群 , 风 LWG》 的 非 退 化 《 见 命 题 
6.2.10 的 注 )》 尝 变 示 fr 与 G 的 本 表示 fa .通过 下 区 
:方式 一 一 对 应 : 进 上 产 基 如 二 志 不 变 的 Haar 测度 ,出 


* 3 严 


a) — (fC)udpl), ie L(G), 
这 个 公式 理解 为 
Cx Cf)E, my 一 | FOC nd), VE ,NE CE, 


证 “如果 {wu,, ' 九 } 是 G 的 西 表示 ， 尘 任意 的 Fe L(G)， 
FE CE ， 显然 
J iD sadn) | < LU ME hall, 
因此 决定 叭 一 的 x(f)e BC 好), 使 得 
xf ,n> — | fw md), VEE EE, 


- 


易 证 {zy } 是 LG) 的 来 表示 。 今 设 0 关 Ee 如 ， 依 丁 表 
示 的 连续 性 及 F 的 正则 性 ,有 的 开 邻 域 V, 并且 焉 是 紧 的 ,使 得 
x(V) 大 1 《如 末 G 是 离散 群 ,无 芒 设 wx《{e}) 一 1)， 及 对 性 意 的 


rEV, 有 14es 5》 一 C8,E)| < 人 58) 令 f= Xre LL(0), 


出 
| 了 人》 一 《| 


= 1 (Cus ,E> 四 3 52 ) dete) 十 (nCV) 1)¢E 地 


一 二 sp) + C1 — pV OE < Eb, 


因此 《xf 站 >》 党 和 xf 站 天 0， 这 表明 = 是 非 退 化 的 。 

今 设 1r :多 是 LX《G) 的 非 退 化 米 表 示 ，、 依 Zorn 辅 理 ， 
它 蚌 循环 来 表示 的 直 和 ， 因此 无 妨 假 定 * 有 循环 和 拓 56€ 2 ， 于 
是 如 一 {xr(1D50fE LKG)} 是 .多 的 笛子 空间 。 对 任意 的 
4€ 如 定义 好 到 嫉 ”的 线性 算 子 

ur b= rf Os, Vie LG). 

首先 要 指出 这 个 线性 算 于 是 可 以 定义 的 , 即 若 对 某 个 fe 上 G6)， 
x《f)5 一 了， 要 证 明 xfCFKe 0， 命 .Y 一 LXGY* 了 , 依 
* 的 连续 性 ,可 见 Cg)5o0。vwge .FF 注意 Capls') ,C= 


.184 


《op 站 人 0 ap: 门人 下 )， 因 此 ,jCs To)€ 
0 其 次， xCf 有 D5 = rf) DS 
ViE LCG)， 因 此 ， 如 ”二 : 弦 "”， 此 外 ,注音 

HD gt) fg vf, gELNGY IE Go, 
因此 ，|w,# 一 ，YW# EE 请 ， 从 而 , # 可 唯一 扩张 为 鼠 " 中 的 
丁 算 子 。 有 进而 由 引 理 6.2.3, 易 见 {e., 锚 "+ 是 G 的 西 表 示 。 叉 对 
性 昔 鸭 ,ghE L(G) 


| fu lg)s,, Ch) Eo dul) 


~ | OI Jr( 且 总 yd 人 
™ | * gEn rt a) = 《了 CC ro, sh), 
因此 ,x 站 一 | ftDwdnlt)， 最 后 ,由 4 记 决 定 的 #, 显然 是 唯一 


的 。 证 毕 . 

系 5218 设 fr 是 ZKG) 的 非 退 化 洲 汝 示 ， {au., 
征 G 的 本 展示 ,它们 有 前 面 定理 的 对 应 关系 ,由 <(CELKG77 一 ws， 
这 里 “表示 交换 了 予 【 砚 定义 5.8.29)。 特别 ， 是 拓扑 不 可 约 的 ， 
当 且 仪 当 , as. 是 拓扑 不 可 约 的 。 

证 明 由 # 与 # 之 问 的 关系 式 立 几 ， 

定理 6.2.19 (此 表示 的 完全 性 ) 设 G 是 局 部 紧 群 , 5e G， 并 
且 ff 不同 于 GG 的 单位 元 6， 则 存在 G 的 拓扑 不 可 约 的 西 涯 示 {x.， 
如}， 使 得 和 关 工 ( 光 ” 中 的 恒 等 算 子 )。 

证 由 于 * 关 。, 可 所 取 e 的 开 部 域 了 ,并 且 严 是 紧 的 ,后 得 
7 门 了 一 由。 记 一 KX， 8 一 XC) 一 Fr， 则 在 LWG) 中 ， 
了 天 BE. 依 定 理 62.12， 有 L《G) 的 拓 扯 不 可 约 条 表示 {rsEG )， 
使 得 x(f) 到 xtg)。， 和 特别 可 取 与 E 姓 ， 使 得 

wf Es FF rg, 

记 才 一 z(t#, ;如 是 由 7z 类 定 的 G 的 拓扑 不 可 约 西 囊 
示 ， 于 是 


* Bs = 


ss 一 | FCO)ubodike) 一 | fs) uodnls) 


| EAN od ete) = rp) 
辐 此 ， #5 二， 六 1， 证 毕 ， 
命题 6.2.20 设 fr 吓 . 一 LIG) 是 L(G》 的 正则 表 
示 , 对 任意 的 st G， 令 . 
(L.A) = gl) VeE LAG), 
则 二. ,XG 是 G 的 西 表示 ( 称 为 G6 的 左 正 则 表示 ), 并 且 对 性 
意 的 fe LCG), 
nf) ~ | fo Ldnke). 
证 :一 工 , 的 连续 性 由 引 理 6.2.3 保证 ， 因 此 {上 ,LGY) 
是 如 的 西 表示 ， 对 任何 的 f€ LG) ,ghE LAG)， 
xf es, a» = ‘ff 时 gs» 


[x5 da 人 | fg Cts dpe) 
一 | FC)apC) {E005) dls) 


一 | fc hadnte), 


畴 此， 一 | 1D Ldnkr)， 证 举 ， 


$24 连续 正定 溺 效 
定义 6.2.21 司 艺 紧 群 GE 上 复 信 的 连续 般 效 pC) 称 为 正定 
的 , 指 对 任意 的 羡 # 有 “35 G 及 复数 i 有 


2 ps 2 0, 
i ,f=[ 


显然 6 上 连续 正定 叉 数 的 全 休 , 记 和 作 P ,是 山 锥 ， 
命题 .2.22 (1) 设 pte 了, e 是 的 单位 元 , 则 mey 全 0 
pO = pl pT SE pe), Veo; 


和 


(C2) 证 fw., 如 是 G 的 丁 表 示 , RE， 则 p(t) 于 <n. 
SE) EP; 
《3) 设 mE 了 P， 则 存在 G 的 循环 西 表示 {r,， 婚 }， 使 得 
("一 <n.50;507， 这 里 66 基 循 环 矢 ; 
《47 如果 pp EP, 则 gpupz EPP. 
证 《1 取 ? 一 1， 1 一 1]， 即 见 Ye) 之 0 
了 站 一 2 一 1 一 1 人 一 3 人 一 上 则 
Ke 十 25 + 09 十 pe 之 (a) 
由 此 (4pCs) 十 hqp(s 1)) 是 实数 ,加 令 4 二 1,7， 团 隐 pC 
p(s)， 如 果 pe) 一 0， 罕 (a) 中 令 1 一 一 p(s?)， 则 可 见 wp 人) 一 
0 .无 站 设 pe) >>0, 在 Ca) 中 令 4 一 一 ptfple), 则 p(te) 一 
[pC /ple) 00， 因此，Tp(Cs)1 ple). 
(2) 显然 。 
(3) 令 让 一 {x(x(*) 是 GI 有 复 值 水 数 ， 除 去 有 限 个 点 
外 ，xC*) 都 取 0 值 }, 依 通 常 的 加 法 ， 数 萎 , 总 是 钱 性 空间 。， 青 
(x DY PT , 


它 将 是 笃 中 的 非 负 内 积 。 令 和 一 {xE i xX》 二 上， 它 是 

2 的 线性 子 空间 ， 于 十 人 一 《yy7> 《wx EX 一 YY 十 禹 ,ET 一 

y 十 入 ) 将 是 艺 7/ 丰 中 的 内 积 , 依 此 备 化 ,得 Hilbert 空间 光 
对 和 任意 的 E 人 xxece 命 


(xz) = #1), 

则 可 开 括 为 化 ”中 的 丁 算 子 , 并 易 证 ww 一 4、，YWs9t€ 避 。 设 
Xe 一 De 0 一 WEE， 加 然 1solre G} 的 线性 组 合 在 六 
中 稠 , 并 且 

ud — 友人 VE GO, 
此 外 ,对 任意 的 *, 了 EE 绕 / 负 ， 
ui DE 人 pn Cn) 


上 了 直下 全 


二 尝 和 了 志 


将 是 G 上 的 连续 函数 。 央 此 ，[w :22 ,50} 满足 昔 求 。 

(4) 依 (3), 相应 于 is 有 Te 区 5 一 1,2， 于 是 
PI Ps) 一 CCH OR EE ,F082 Ys EG, 
六 也 是 局 的 区 表示、 因 还 ，qps EP。 汪 

毕 ， 

定理 6.2.23 设 台 是 局 部 紧 群 ，5 是 G 上 左 不 变 的 Haar 测 
度 , 则 G 上 的 连续 正定 浮 数 9 与 LG》 上 的 正 泛 荡 , 道 过 下 看 
的 天色 一 一 对 应 : 对 任意 的 f€ LXG)， 


F(f 一 | fp du, PN 一 gle), 


证 设 9 是 G 上 的 连续 正定 函数 ，f 是 G 上 紧 支 集 的 连续 函 
数 , 则 


| Peanut = {| gC FC fedede). 


用 Riemann 积分 意义 ， 立 见 上 式 的 术 实 0, 因此 卸 决 定 的 P 是 
LXG) 上 的 正 话 函 ,并 旦 显然 18 一 pl。 一 gCeYy, 

反之 设 是 LG) 上 的 正 泛 加 ， 丰 应 决定 逢 还 来 表 示 x， 

如 ,5， 它 又 决定 蝇 的 西 表 示 fa .22 ， 如 命 (0) 一 《m6 ,6》， 
它 将 是 G 上 连续 正定 函数 ,并 且 对 任意 的 fc LiCG) 


FF) — Cntf)s ,8) 一 | FDCa ,EY dpts) 


一 | fp dr), 
证 毕 ， 
注 特别 ,， CLGD = Cet(G)) 与 P={pé Ploy(le)} 
通过 上 述 方 式 一 一 对 应 ;也 及 ex 与 ez Pi， 一 一 对 应 ， 
下 面 我 们 来 研究 Pi 中 的 拓扑 显然 PJ,CL”(G) 一 L(G， 
py 这 里 下 是 马上 左 不 变 的 Haar 测度 ,又 LMG)* 一 L“(G)， 
因此 可 以 在 己 中 引信 人 弱 米 括 拌 oCL”, 荆 '), 
引 理 6.224 设 pe Piir， te G， 见 
PO 一 gD R22 — Repls i)), 


"2 = 


证 设 pC 一 《x.50s50》 如 命题 6.2.22 的 (3), 这 里 用 ol| 一 
1。 于 是， . 
| 人 一 pO P= | ~ se) so) SS mw, — we oll 

一 2 一 2 及 eppft 门 一 区 一 及 eof rs 证 毕 , 

引 理 2.25 设 在 P, 中 , 依 ofL*, LD ,网 gr 一 p; fe 
LG)， 则 对 于 的 任何 紧 子 此 下 , 连续 函数 网 《93 一 
fp) ， 对 下 一致， 

证 首先 如 果 yw & PP 了,， 


[CF BD 一 (Co 所 | TD 一 FrDlenkoD。 


- 


人 起 引 理 6.2.3， 可 见 《f yi) 是 G 上 的 连续 晴 数 ， 
记 $0 = pA = pL) ， 对 性 意 的 g€ L(G)， 
由 于 298 DIE LKG)， 因 此 


| $e lap -| gd). 


进 侣 易 证 对 于 L《G) 的 性 何 紧 舍 《 依 上 ， 仙 产 生 的 邱 扑 而 言 ) 证 ， 


| Cg) -| Bel 对 ge B 一 致 


今 设 K 是 G 的 紧 子 集 , fe LXG), 依 引 理 6.2.3, E 一 {15)| 
:6 天 | 是 L(G) 的 紧 子 和 停 , 因 此 ， 


本 


(fo pO 一 | fp dt) 


一 | Pr dn) 


一 | CDs da =(f.: P)Cs) 


对 1 € KK 一 致 ， 证 毕 ， 

定理 6.2.26 Pi 中 的 cL "，') 拓扑 等 价 于 在 GG 的 任何 紧 
子 集 上 一 致 收 合 的 拓扑 ， 

证 设 和 在 了; 中, 依 在 避 的 任何 紧 子 集 上 一 致 收 合 的 拓扑 ， 网 
pi 一 守 。 对 任何 的 JE LAG) 及 #8 > 0， 首 先 有 避 的 紧 子 集 太 ， 


* 


此 得 

| li ld < 6, 

这 里 疡 是 如 上 左 不 变 的 Haar 测度 。 由于 
ee HOLD 


<28+ | Ip ~ gD) (Dao), 
PC > Pr), 对 六 区 下 一 至 ;因此 { 车 分 大 ,全 有 
gi) — pd)| < 2 + olflh, 
即 依 AL ,LL') 也 有 和 一 外。 
反之 设 在 P. 中 , 依 反扑 otL” ,LD ，p1 一 对 侣 的 任何 紧 
子 集 久 及 8 盖 0， 我 们 要 乒 指标 各 一 中 下 27， 使 得 [ps) 一 
ms)| E+ dE， YEKR 及 1 站 上 . 
首先 由 站 的 连续 性 ， 有 《9G 的 单位 元 ) 的 紧邻 域 下， 使 得 
[一 上 一 | 一 9 一 5，vEF 
记 二 门人 《之 0， 由 于 Xpy EE LG)， 因 此 丰 指 标 由 癸 
得 . 
[tp CO— PXr?| = b CPt 一 pO)drla)| 
: < ea,Yi > 
于 是 对 [ 衬 ， 


i {Cp CO— 178 全 | 慨 于 《efr》 一 Dauca| 


二 | | exp — gd)| < 2ae。 


再 依 引 理 62.24, 对 1 守 h 及 secG， 
上 ar。 和 一 9 


S|, lp) ~ pA dp) 
.二 V2 | (1 一 及 ep ) dps) 


"90 。 


< V2 (1, {] 一 Repre)dee(D * pep 


A 
"i 


| pan AVY 20 


男 一 方面 , 依 9| 理 6.2.25, 有 增 标 上 ,使 得 
| 一 (Ce 
WE 
今 进 指标 by 2 isl: 则 当 i se 六 
| 六 人 一 牛人 EE |e Kp pC 一 《er 
十 |。 第) 一- | 
十 | (Ke Xp pA 一 PD) 二 8 十 4e“， 证 毕 ， 
习题 
《1) 设 7 是 LAG》 的 闭 子 空间 , 则 了 是 LXG) 的 左 亲 想 ， 当 
扣 当 ,如 EY， 阳 有 了 (iE JE GC. 
(2) 如 五 是 LWCG)》 工 的 正 芝 隐 ,网 FO)| 志 FyCf* 
vie LKG). 
(3) 如 于 如 具有 可 数 茹 , 则 cf#fG) 是 可 分 的 ， 
(4) pe L"(G) 称 为 积分 正定 的 , 指 | p(O( 让 (dn 之 0， 
wfEeFIC)7， 显 然 妇 上 连续 正定 函数 是 积分 正定 的 ， 反之 如 果 外 
是 积分 正定 的 ;: 则 有 这 续 正 定 函 数 gp!, 使得 站 一 入 ，]1.p.p.ma。 


区 换 的 局 部 苦 群 上 的 册 和 分 析 


$3.1 对 偶合 


定义 6.3.1 设 G 是 交换 的 局 部 紧 群 ，G 上 的 毛 信 连续 阴 数 
的 *》 称 为 特征 , 指 
[区 (| = 1 KES = XC OAC 
型 然 这 时 将 有 并 e) 二 1， 这 蝶 6 省 后 的 单位 元 ， 区 一 克 引 一 


n+* 


一 XC) wwEC， 以 及 XC(，) 是 如 上 的 连续 正定 函数 《 见 定义 
6.2.21 或 江 EP【( 砚 定 理 62.23 后 面 的 注 ) 

记 G 上 特征 的 全 体 为 G@， 依 照 冰 数 的 点 相 乘 社 , 如 也 是 交换 
群 ， 

定理 63.2 设 G 是 交换 的 局 部 皮 群 ,8 是 交换 Banach 玉民 
数 LXGY》 的 谱 空 间 , 则 避 与 占 通 过 下 面 的 方式 一 一 对 应 


p(f) — | fC dD), YHE LNGY, 


这 里 p88，XE 中 ECG， 是 G 上 的 Haar 测度 、 并 匡 对 尾音 的 
fe LG), -tf) = 0, 有 
KD pf pL Vsé G, 
这 里 【站 (一 Fa 此 外，XC，》 在 G 上 还 是 一 臻 连续 
的 ， 
证 设 XC EB， 定义 《GY) 上 的 线性 泛 隙 


of) — | fxd Vie LCG). 


易 见 它 是 丑态 的 ,也 不 便 为 0, 即 pe 9， 

如 果 %,% 是 人 @ 中 两 个 不 同 的 元 ,由 于 它们 是 连续 的 ， 以 及 
注意 命题 6.1.8 的 《1), 可 见 它 们 相应 次 定 网 pi 关 pi, : 

今 设 p€ 8, 乃 有 fe L(G)， 使 得 pl 让 一 1 命 XO) 一 
p( 工 f)， 由 于 G 蚌 交换 的 ,对 于 任 辣 的 synysz EG 将 有 
Lf » LN) 一 | fs fCsz ts)d ple) 

一 | Fis sar) = Cf » Loans), 

于 是 

KK) = pl Lf) pC Lf) 
| ™—™ pCL,f * Luf) of " Lonf? TT Xr), 
进而 

[XC = KCN = oC Ls) s&h, 

Yn 0, 土 1y 士 2 及 XCs) 关 0【 否 出 Xe 一 Xe) 一 


下 呈 中 本 


0, 这 与 XC) 一 ptf) 一 1 相 予 大), 因 此， XO 一 1，VwEC， 
到 Kx-) 是 马上 的 特征。 

上 徊 由 ?决定 的 洒 *) 与 满足 六 一 1 的 f 选取 是 无 关 
的 。 事 实 上 ,如 采 gE€ CG)，ptg) 一 1， 命 一 f 一 g， 出 
PAF) 一 0。 po 的 零 空间 是 LXG》 的 极 大 正则 理 炉 ， 它 对 于 迁移 
是 不 变 的 ( 见 定理 6.2.17 的 证 明 ), 即 pCL,8) 一 0，Ys€ C， 或 者 
PAL)D) = pla), Ve GO. 

我 们 已 经 由 2 € 8 决定 了 X(#) 一 ptL, 站 ， 这 里 fe LXG)， 
Plf) 一 1|， 由 于 * 的 连续 性 ,因此 对 于 任何 的 gE LG)， 


PA) olg* f) — 0o(| eof Ydnle)) 


-| eC oCLf dad = | eC) dnb), 


这 说 明 我 们 上 面 关 于 p,X 的 两 个 对 应 关系 式 是 互 逆 的 。 

最 后 ， 

[XC — Xs = [XC nn) Oo 1 

= [pLeamt 一 有 | elf Co Hh, 

这 里 f€E LKG)》 且 elf) = 1， 现在 由 整体 连续 性 (3| 理 6.2.3)， 
可 见 KX，) 在 如上 是 一 仅 连续 的 。 证 毕 。 

命题 6.3.3 设 G 是 交换 约 局 部 紧 群 ， 

《1) LXGY》 的 任何 极 天 正则 理想 对 半 运算 是 封闭 的 ; 

《2 吕 一 exc22 ,这 里 由 是 大) 的 态 空 间 ，ex2e2 是 LMG) 
的 纯 态 空间 ,23 是 EKG) 的 谱 空 间 ; 

《3)》 已 上 特征 的 全 体 就 是 G 上 纯正 定 连 续 浮 数 的 全 体 ex 卫 ， 
《 见 定理 6.2.23 后 面 的 注 ); 

{4) 如 时 和 玉生 全， 出 有 祁 上 的 特征 Xt . )， 使 得 故人 9 
Xs ). 

证 (1》 对 任意 的 p€ 8, 有 LG),， 


- 


pf*) 一 | f* CX dr) 


人 


一 。 [CDxopanGo 一 | frDxerDauka 

— |f Ox dpl) — RF, 
因此 ，p 一 pr。 依 命 题 5.1.2，L 上 LG》 的 任何 极 大 正则 理想 对 六 
运算 是 封闭 的 ， 

(2) 如 果 P 是 LiCG)》 上 的 缉 态 , 依 命 题 6.2,15, P 可 扩张 成 
CMXG) 上 的 纯 态 ， 今 G 是 交换 的 , 依 命 是 5.8.18, p 是 蒋 法 和 的， 大 
此 ，pE8， 反之， 没 p&€ 如 ,人 依 (41), ?也 是 LG》 上 的 正 泛 
闪 。 于 二 ?可 唯一 扩张 到 CRAG) 上， 当然 在 CA(G)》 上 仍然 
是 乘法 的 ,从 而 2 是 3G) 上 的 纯 态 ， 因 此 也 是 KG 上 的 纯 
访 。 

(3) 由 《27 及 定理 6.2.23 后 徊 的 注 立 风 、 

(4 记 一 5 天 ee， 作 吕 上 上 紧 支 棠 的 连续 函数 和 使 得 
ff) 一 1 ， (ec) 一 4， 村 是 Li 三 f。 由 于 L《G) 是 半 单 纯 
和 的， 因此 存在 p& 名, 使得 所 工 ,上 关 p(f1)。 设 PP 决定 上 上 特征 


XA), RN pf) = | fd of)， 因 此 ， 


Xs) 天 1， 节 XCa) 二 XC(n)， 证 毕 ， 
定义 6.3.4 设 G 是 交换 的 局 部 紧 八 ,已 经 溢出 0 与 是 一 一 
对 应 的 ， 于 是 可 以 把 8 中 的 拓扑 转嫁 给 @, 即 @ 中 网 Xt 一 xX 指 


| CD FD dD > | XO fF Od), 


YiE L(G)}， 这 里 5&5 是 G 上 的 Haar 涪 座 ， 依 旺 拓 盾 ， 笃 便 为 局 
部 紧 的 Hausdorff 空间 。 赋 巴 这 举 拓 扑 的 所 ， 称 为 GE 的 对 侦 群 
《或 特征 群 )。 

命题 3.5 书 中 的 拓扑 即 为 在 折 的 任何 紧 子 舍 上 上 一致 收 妆 
的 拓扑。 特别 , 2 也 是 交换 的 局 部 紧 群 。 

证 ”由 害 理 6.2.26 开 见 。 

例 由 第 二 章 $3 的 讨论 ;可 见 

Co RR, GO {Km erly R} oR: 


+" 下 站 


G 一 工 (单位 图 周 )， 吃 一 {XC2) 一 4"|n€ 2} 法 名 
GE GG- {Xn) = iET} FT, 
已 经 指出 OC 一 ex P，( 见 命题 6.3.3), 从 而 可 以 想象 ,GG 上任 
何 连 续 正 定 孙 数 《 定 闵 6.2.21) 应 当 是 特征 直 照 某 个 测度 的 积分 . 
更 确切 地 ， 
定理 6.3.6(Bochner) 设 6 是 交换 的 局 部 紧 群 ，G. 上 的 连续 
消 数 pC。) 是 正定 的 , 当 且 仅 当 ,存在 G6 上 的 有 界 正 则 Borel 测 
上 度 o, 使 得 
PCs) 一 | XYdoCNY, Yie, 


并 且 这 时 多 是 如 上 一 致 连续 的 通 效 。 
证 设 P 是 G 上 的 连续 正定 绚 数 , 依 定理 6.2.23, 它 决 定 
L(G) 上 的 正 泛 请 


FO ~ | ip dan), vie LG), 


这 里 上 是 G 上 的 Haar 测度 ， 并 县 Fi 一 p(t)， 由 于 可 肯 然 
地 扩张 到 世人 GD) 于 上 {命题 6.2.5), 并 依 俞 题 5.43 的 (4) 及 GG 
的 次 摸 狂 ， 

| 下 | Fy 1 = Fs 7) — IF lsuple(f)| ， 
这 里 8 是 工 XG) 的 谱 空 间 。 由 命题 6.3.3 的 (1) 太 Stone-Wei. 
erstrass 定理 ，LMGY 的 Gelfand 变换 全 体 在 《PS 中 是 三 
的 ,又 LG 是 半 单 纯 的 ， 从 而 ,可 唯一 扩张 成 CE 如 ) 上 的 
正 泛 启 , 依 Riesz 表示 定理 ,将 有 上 上 的 有 界 正则 Borel 测度 o， 
使 得 

FD) — | PaaCp，Yfe L(G). 

由 于 8 与 是 闻 胚 的 ,并 优 P 与 你，) 之 间 关 系 ， 

| rea = {a0) | FX dn 


me | fe duct) | Xt do(tY), 


让 是 学 


vf 大 L(G), 内 击 ， 
gC) = | tCYdoX), YsEG, 
这 里 #8 是 GG 上 的 有 界 正则 Borel 测度 。 有 反之 ,这样 的 公式 ， 显然 
决定 G 上 的 一 个 连续 正定 明 数 ， 
今 扣 出 pC，》 述 屁 一 至 连续 的 。 对 性 意 的 & 六 0。 由 于 
是 正则 的 ,因此 有 G 的 里 子 集 乓 , 使 得 
CD 一 人 XC < avseG. 

由 于 命题 6.3.5, 易 见 XC8) 是 XG 工 的 连续 函数 ， 于 是 依 引 | 
理 6.1.4， 

了 TeEGl IXC) — Ke) < ee, vrE KK} 
是 e 的 开 邻 域 ,并 且 当 sr'sEU 时 

[pln) 一 ps)) < 28 + | lxGr's) — XCe) do(xX) 

25 二 scotK), 

这 正 表 了 明 pk，) 在 G 上 是 一 至 连续 的 ,证 毕 。 


§3.2 Fourier 恋 挤 


定义 6.3.7 设 G 是 交换 的 局 部 紧 群 ，f EL《G), 我 们 称 G 
土 的 函 煞 


KX) 一 | DR du Ct) 


为 的 Fourier 变换 ,这 里 是 G 上 的 Haar 测度 。 

命题 5.3.8 (1》 对 任意 的 f ,gE LXG)》 有 

Cf Cf fe cre, NN, Hs 

(2) fe LNCGX) 在 CICG) 中 向 ; 

《3) 如 果 feELXKG), 使 得 Xi 一 0, Yx€ 6G， 间 站 一 0， 

证 (12 殷 刁 与 G 等 回想 来，f 的 Gelfand 变换 就 是 Fou- 
rier 挛 模 ， 关 此 ，j ef CTCC7， 余 此 显然 (2) 由 (1) 及 Stone- 
Weierstrass 定 埋 立 见 (3) 与 《1) 相仿 (注意 LXG) 是 半 单 纯 


时 证 册 看 于 


的 ), 证 毕 ， 
引 理 6.3.9 证 殷 是 交换 的 局 部 紧 群 ， 扩 6 LNG) 一 LG 1)， 
这 里 站 是 女工 的 Haar 测度 , 册 


P= 一 | ff dt) 


— | FC frs)deC) 


是 G 上 的 连续 正定 郑 数 ,并 且 pE CotG), 以 及 pl ~ p(#) 一 


aE 
证 ” 依 定 久 6.2.21。 易 见 pC，。，) 是 正定 移 ，qpte) 一 站 有 之 


|pCs)| ys E C。 社 痘 
[gs) 一 pa) 一 [ns (Cf)— fm) dre) 


去 1 (Ke — fe) Parts) ). 


今 依 整 体 连续 性 ( 引 理 6.2.3), 可 见 pt，) 在 G 于 是 连续 的 。 
对 任意 的 6 > 0， 可 取 G 的 紧 子 集 及 一 天 ， 使 得 


(| Ten <e. 
注意 


lp < || RD HD nC) 
十 - 


| FD Keodeca 
去 1 用 人 ted ra ) 
+( 人 fohanc ) 
当 ss 人 1EK 了 时 ,1s 站 居 ， 册 此 
(Heda) < HWY, 


Yr 因此 , 当 skK? 时 ， 
[rts2) = 2sllfil;, 
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即 麦 朋 pe Cr(G》， 还 毕 ， 
定理 6.3.10 设 G 是 交换 的 局 部 紧 群 ，f E LX《GYNMP， 这 里 
P 是 恕 上 连续 正定 函数 的 全 体 【 定 交 6.2.21), 则 了 的 Fourier 变 
换 7feEEYGT， 并 且 如 果 男 定 G 上 的 Haar 测度 2 则 可 归 一 化 
上 的 Haar 测度 &, 使 得 下 面 的 逆转 公式 成 立 : 
11) = | HCXIXC YARACXY, Yse GG, 


证 依 Bochner 定理 《65.3.6), 对 任意 的 je L(G) 个 P， 有 
避 上 的 有 界 正 划 Borel 测度 oj, 使 得 


Co 一 | XC)dorx). Ga) 
注意 对 任意 的 hE LG)， 
Cfo CY 一 | OOK dp ~ | CX)donX). 
出 此 ,如 果 ff ,se L(G)NmP， 
[hgdor ~ | Cae gdor = Cf + C6. gCe) 


= (gh Ne) 一 | Bjao,, 


J 


hE LKNKG) 是 性 意 的 , 依 命 题 6.3.8 的 《2), 可 见 
bdor jdo,, Vi,e Ee LGINP. Cb) 
现在 我 们 来 定义 KCG) 《人 上 紧 支 集 连 续 函 数 的 全 体 ) 上 的 
下 江东 7T、 设 EK(G)， 天 一 supp 《的 紧 子 集 )， 对 每 个 
XEK， 由 于 LWXG) 的 Fourier 变换 的 全 体 在 CYCG) 中 秋 ， 因 
此 可 取 CG 上 紧 支 集 连 续 国 数 x, 使得 谢 妇 天 0 僚 引 理 63.9， 
《90ELICCD)D 站 PRP， 并 且 〔〈 辣 DA 0， 今 依 正 的 紧 性 ， 
可 以 找到 这 样 的 ;Ww， 当 令 8 一 起: 二 十 -十 到 
时 ，g ELMG)NMP， 并且 六 XX 天 0，YXEk 上 ， 合 
T= | Fe da, CX). 
我 们 说 了 4 的 定义 不 依赖 于 8 的 选择 。 如 果 feE LCG)Nz， 
HX 2 0, YXE KK， 由 于 (b)， . 


2- 


p(X) _[_vx) 
) $e 10 = | yA Ka0s 
一 | -2 XY/x) 
HCXOECX) 
上 人 
| 其 2 dart x ), 
自然 当下 空 0 时 ，T 和 空 0， 凡 及 了 了 洋 10。 
今 任 意 固 办 EKAGY》 及 Eee， 设 五 一 sapp 由 ， 相仿 于 
前 面 的 讨论 ,可 作 geEELG) 已 ， 使 得 
ECX) FE 0 VXE KUCKY). 
令 
HY) = hr)gs), WE GR, 
依 命题 6.2.22 的 (4)，fELXG)NP。 饭 风 
HX) 一 ACXX), ol EY 一 ol EX) 《c) 
wxXEG, 及 E 是 的 Borel 子 集 。 如 昱 令 
holX) 三， 6, 


Ta sy {CAR) _ 
ro 一 | 2 do | KY dol(XX) — Th. Cd) 


由 Riesz 表示 定理 , 存在 唯一 的 全 上 的 正则 Borel 测度 站， 
使 得 
Ty 一 | PX RCKY. 
依 Cd)， 
| waacx) 一 了 dn 一 | PKR UAT) 一 | Xd ), 
Yo E KA(G) 及 和 C， 因 此 ,有 是 各 上 的 Haar 测度 (注意 丘 的 
定义 依赖 于 g, 因为 了 的 定 交 中 有 依 井 于 定义 的 Fourier 变 


换 )。 
今 设 -了 ELCGI)NP， EKCG)， 取 gE€ LKG)NP， 使 得 


» Dn 


jCX) 三 0，YWXE supp sg， 于 是 顶 (b》 


sao = | do “一 | 可 di To} 


一 | wjua. 《e) 
中 是 尾 意 的 ,因此 ， 
dor 一 fdii, (f) 
由 于 oj 是 有 界 的 ,因此 可 见 f € LG), 
最 后 , 代 (f) 到 (a) 中 , 即 见 


1() 一 | FX AA), vee G， 
证 毕 。 
引 理 6.3.11 ” 设 C 是 交换 的 局 部 紧 败 ，f e ZKG)， 使 得 
| CXIXCIARCXY = 0, Ye G, 
证 ”对 任意 的 g€ LX《G)， 
| 7GD&CDaaC2D 一 | Fa | eco dn) 


— | sD dnl | FNC Yaa) 
mo 0, 
又 flgeE LNG)} 在 CFCG) 中 是 稠 的 , 因此 ， 一 0。 证 毕 。 
定理 6.3.12 (Plancherel) 设 妇 是 变 捧 的 局 部 紧 群 ，Fourier 
变换 限制 于 忆 《 GE Gy， 依照 工 2 范 数 , 将 是 到 LGY》 的 一 
个 冬 子 空间 上 的 等 距 算 于 ,这 时 测度 ,站 如 定理 63.10。 于 是 可 
唯一 扩张 成 LXG) 到 L(G》 上 的 西 算 子 多 ,并且 多 有 如 下 
的 表达 式 
FPO = ln | 1 Kdpl), 
vie LG), 
证 如 果 fELKGINLXG), 令 g 一 Jf. fj 见 8 是 GG 上 
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连续 正定 函数 ( 引 理 6.3.9), 也 易 见 gE LXGC)， 以 及 8 | 并: 今 
使 定理 6.3.10， 


人 TD Fan 一 | DPCrDdnco ~ ge) 
一 | 2X4 ~ | KX Lda), 
今 证 明 {fe LXGYNLXG)) 在 LG》 中 是 狠 的 。， 设 
EILXG)， 使 得 
| FOXIPOXNARCKY) = 0, vie LOOIN LHCGY. 


当 竹 E 也 《CI) 人 EL G 时 ,对 枉 泡 的 1:€ GL 有) 也 € 工 GD)N 
LXG)， 因 此 


| HAANBCEIXCs) dX) = 0, vse G. 


依 引 理 5.3.11, 可 见 对 仔 意 的 f€ LAG) 站 (6)， 
大 XDA — 0, p.p-X (a) 
现在 我 们 指出 ， 对 任意 的 和 EEC， 有 ft L(G)NMLXG)， 使 得 
并 xy 二 6， 由 此 必 在 xw 的 某 个 开 邻 焉 中 恒 不 为 0 事实 上 , 任 
取 0 gE LKCG) 让 LAG)， 依 命题 63.8， 必 有 为 EEC， 使 得 
志和 = 如 果 令 i = Rdg 出 FX,) = BCXL) = 1。 依照 这 
个 事实 与 (2), 可 见 对 任意 的 加 上 EC， 有 为 的 开 邻 域 了 ,使 得 
二 = 0 p.p.X€ED, 
从 而 对 6 的 任何 紧 子 集 六 ,有 
PX) — 00, pp.XeKkK, 
又 ELKG)， 因 此 下 办 一 0, p-pX， 即 由 是 ECG) 的 堆 元 . 
从 而 ， 作 |f ELXGINLXG))} 在 LXG) 中 是 稠 的 。 证 毕 ， 
系 6.3.13 CParseval 公式 】 


fad) ~ | HREFSsaCY), 
Yf,8E LXG)， 这 里 形式 地 记 .多 一 站 多 gp. 


和 3- 


汉 6.314 逆 算 子 多 + 一 . 咏 -:LG) 一 工 5G3 有 如 下 袁 
达 式 。 对 任意 的 fe LOIN ECC)， 


CFA 一 | KODXCDd2C2。 
由 此 对 于 任何 的 fe EXKG)， 有 
( DG 一 严 一 和 | CDXCD42C27。 


证 设 FEELLGDDnEXG)， 对 于 任何 的 gE LACG)N LCG)， 
注意 {pr 和 = 一 oF pf), 由 此 依 Fubini 冠 理 ， 


| aC TG aa) ~ [8 RISARC) 


— | ro 人 (FOR au， 

gE LGOINLAGY AE 任意 的 ,因此 查证， 

引 理 6.3.15 设 fELNGINLNAG), ge LNG (CF. 
2)— (FI HF g), 

证 由 命题 0.2.10，f :gE LXG)， 取 G 上 紧 支 集 连 绕 阔 煞 
到 {goj， 使 得 在 LX《G》 中 ，sgs。 一 上 由 然 地 ，F- geE 工 (GD) 门 
LXG),， 于 是 (fa) 一 (fo) = ji ~ (Fi Fg,). 
依 命 题 5.2.10 的 证 明 , 在 LXG)》 中 ，f rg 一 ff*g8， 从 而 

FD ln (f+ g,) 
-Li— li (Fg.), 

注意 在 LXG) 中 ,Fg 多 gg 又 光 1 一 je Cr(6), 因此 
在 LXG) 中 ,，( 久 有 (名 gg) 一 ( 久 门 (Fg)， 证 毕 ， 

命题 6.3.16 设 f€E LCG)， 并 且 je LKG), 则 北 转 公式 成 
YY: 


f(D) = |, FX d(x). 
证 显然 jELNOINLYXGY, 依 条 5.3.14， 
FPO | FOX gs) e LAG). 
设 {av】 如 分 可 6.2.4, 并 依 命题 6.2.10, 有 
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oo fF ~— fh —0, lev &— sell:—0, 
显然 co LMGD)N LXAG)， 依 51 理 6.3.15， 
(av 8) = ng), 

也 易 网 a,* 1E LAGIMNLY CG), 因此 ,多 (oo: 1)—(ev ' f) "= 
dof 一 do( 芒 g)。 由 下， 如 《ea 828) 一 史 (og* 1 了), 从 而 

cz 一 co" p.p. 
记 这 个 函数 为 二， 见 |5 一 丰 一 0，|ar 一 8 一 0， 特别 对 
的 任何 紧 子 集 到 ， 


CETOTEAG 
< | Hh0C5) ~ FCs)1d p(s) 
+ | [hoes) — gCs) dnls) 


< ep 一生 二 开关 — gl 0. 
因此 ，f(5) 一 gCs) pp.s EK。 又 feEL(G)， gt LXG)， 从 而 
As) 一 g(s) p.p.， 即 
1 = | s FOXXC AACX). 
证 毕 . 
4 3.3 Pontryagin 对 偶 性 定理 
引 理 6.3.17 集合 
{flf ee LCG = fg glgi 82€ LO)}, 
证 首先 注 党 ， 由 引 理 6.3.9 的 证 明 ，g gy C7CG),， Vg， 
ne L(G). 
今 设 f ,gE EXKG)， 用 定理 6.3.12， 
Ca) 一 | 1) IRIId pls) 
— (fxg CF ,Kg). 


Sr 
| 


"3 


CH XNX) = CF FTX), 
办 此 ， 
《多 ie CX). 
显然 行 意 的 站 E LKG)， 可 写成 形式 一 fF， 这 里 f ,st€ LG)， 
因此 所 要 证 的 等 式 的 左边 集合 己 右 边 集 合 . 
反之 设 区 ,8 EL 六 )， 也 由 定理 6.3.12， 


C8 £377) ~ | XYg(P HR) 
~ | n(x) BPH dR) 
= gL gS tLagt), 
这 里 gX(X) 一 XP )，YX e G。 易 证 
CF Leg) ~ XD pHs), 
因 上 北 ,Ca XX) 一 HX), 这 电 f=( * 烛 ("ee L(G). 
证 毕 . 

引 理 6.3.18 设 U 是 G 的 非 空 开 子 集 。 则 存在 fe KG)， 
f 过 0， 使 得 supp jCU. 

证 设 K 是 UU 的 紧 子 集 ， 并 且 ACE) > 0。 我 们 可 以 找到 必 
的 单位 元 的 紧邻 域 了 一 7-:， 使 得 KVCU。 事实 上 ， 对 每 个 
Xe 天， 有 单位 元 的 邻 域 U,， 使 得 XU.cCU。 取 单位 元 的 紧邻 域 
V., 使 得 Vi! 一 VViCU,。 依 KK 的 紧 性 ,将 有 和 ,…… ,Xe 天 ， 
使 得 

| XV;OK, 


i 
这 里 Vi V,,, 1 1, 命 VY 一 fl Vi,， 当 xEK 时, 有 
i 使 得 Xe KiV;， 于 是 
XV EXVICXU, CD， 
加 KFVCU, 
今 命 gE， 分 别 为 下 ,WV 的 特征 函数 ,自然 g,， hE LCG)， 依 


二 人 


引 理 6.3.17, 有 € LCG), 使 得 jj 一 gh 由 于 一 V7 
Ce HX) =— | eC YEE) adaX) 


— {sx )apY) 
一 AVNKX) = (YXNKY. 
如 果 了 一 08、 刚 CFX 人 下) 一 0，WXE GG、。 出 民 的 紧 性 ， 枯 在 


9， 使 得 LU ii 下 一 六， 村 是 


| 


天 一 U (VXNK) 


f=] 


将 与 成 天 守 0 相 矛 盾 。 因 此 ， 了 关 0， 又 
Cg ，1(CX) 一 | eeAZ2Deac2) 
— | ZXDOdRC2)， 


因此 ，supp jCKFCU， 证 毕 ， 

引 理 6.3.19 设 T 了 是 Hausdorff 的 扬 朴 烙 , 博 是 工 的 于 群 ,并 
及 依 诱导 拓扑 , 互 是 局 部 紧 群 , 则 互 是 了 的 河 子 集 ， 

证 设 是 了 的 单位 元 ,自然 ec 只， 设 了 是 = 在 豆 中 的 紧邻 
域 ,上 是 了 在 总 中 的 内 部 ， 于 是 世 是 召 的 开 耶 集 。 从 而 有 了 的 开 
子 集 ,使 得 了 一 NH， 当然 e EP 了 Ct， 于 是 可 有 取 。 在 了 
中 的 开 邻 域 U0, 使 得 UCU。 自然 UNH 是 吾 的 闭 子 集 ， 并 且 
NHCUNEH = 了 CV， 央 此 ，BDNM8H 是 紧 移 ，T 是 Hausdorff 
的 ;出 此 ,上 NH 也 是 了 的 闭 子 集 ， 

依 命题 6.1,.2, 可 取 < 在 人 中 的 开 令 域 四 ， 使 得 WW 一 W"!， 
WCU. 

今 区 x € 有 日， 将 有 五 中 光 x 一 x， 当然 x7 必 EH)>x"1， 因 
此 ，x Wx ! 是 x 的 分 域 ， 因 此 有 ye Wx ! 们 有 HH， 另 一 
方面 ，xW 是 * 的 邻 域 ，! 充分 天 将 有 mrEx 酚 。 由 此 充分 大 


下。 


时 ， 

yrre (Wr NxW) = WiCU, 
或 者 上 充分 天 时 ，yare UN H, 今 0 人 M8 是 TT 的 团子 集 ,， yx/ 一 
yx，。 国 此，yx EDNH， 人 从而， x 一 yl* yxE 上 ,其 贡 一 妇 ， 汪 
毕 . 

设 G 是 交换 的 局 部 紧 群 ， 已 指出 一 6G 也 是 交换 的 局 部 紧 
群 。 当 然 T 也 有 对 侦 群 六 一 6 仍然 是 交换 的 局 部 紧 群 . 当 ye C， 
令 

和 
则 Ke 显然 c:G 一 二 是 群 的 同 态 ， 

定理 6.3.29 (Pontryagin 对 偶 性 定理 ) 设 G 是 交换 的 局 部 
紧 群 ,一 ,a:G 一 六 如 前 , 则 ae 是 G 到 站 一 @ 上 的 同 胚 ， 

证 “分 成 三 个 步骤 来 进行 。 

() < 是 G 到 六 中 的 同 耳 ， 

事实 上 ， 由 合 题 6.3.3 的 (4), 8 是 一 一 和 的 。 白 然 & 是 群 的 同 
态 , 于 是 要 证 明 < 的 连续 性 ,只 须 证 明 & 在 G 的 单位 元 < 处 的 连续 
性 。 cfe) 在 工 中 有 这 样 的 邻 域 基 : 

{XEFIIXCOXYI — 1| < e, VAER}, 

这 里 天 是 T ~ G 的 任何 紧 子 集 ，s >> 0。 因 此， 我 们 要 对 六 ，e， 
夺 找 # 在 G 中 的 邻 域 VF, 使 得 只 要 x EV， 就 有 

ata) CX 一 1 一 | 一 1 se, vxeR, 
设 U 是 :在 G 中 的 紧邻 域 , 令 

P= {XET||XCx) 一 工 | < 812, wwe 
依 了 中 拉 扑 的 定 愉 及 瑟 的 紧 性 ,可 见 忆 是 了 的 单位 元 的 开 邻 域 .由 
此 ，{ZYPIXE 关 } 将 是 站 的 开 履 六 依 久 的 紧 狂 , 芒 有 入,………， 
XeE 开 ， 使 得 和 PU UX,P 坟 民 . 今 取 。 在 G 中 的 邻 域 VcCU， 
使 得 

[Xx 一 11 el2, ViEV, 1 Si 
《由 于 和 :Xs 是 如 上 的 连续 国 坚 ,从 而 这 可 以 做 到 )。 对 侍 何 
的 XEK,: 于 是 有 i 及 aeEP， 使 得 X 一 Xic。 进而 依 P 的 定义 
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上 VcoU, 
| 入 人] XC) = lotr — 1 < el2, VxeEr, 

应 出 , 当 reEF，XER 时 

[XCx} 一 了 之 | Gy 一 11 二 Ce) 一 和 fc < 8, 
由 当 *Ee 时 ,有 

Ja CX —1| < ,vieR, 

这 碱 说 明了 = 的 连续 性 。 

今 设 在 工 由 ，zksm 一 cf， 由 命题 635, 对 @ 的 任何 紧 
支 集 站 将 有 ; XGD) 一 X(ts)， 对 XEK 一 致 。 从 而 对 于 任何 的 
gE L(G), 


{gx GDaac) 一 | gx) 4aC%). 
依 定 理 5.3.10, 对 任何 的 f€ LG 站 了， 
jC) 一 (HX XC dX) 一 | jC XC dX) 一 fC), 


由 此 , 依 引 理 6.3.9 及 极 化 公式 ,可 见 

Cf» ESD > Cf 2, VI, g € KelG), (a) 
这 里 Ku(G) 表示 如 上 紧 支 集 连 续 函 数 的 全 体 ， 设 {au} 如 命题 
6.2.4 (CKA(G))， FE 天 KGC)， 注 将 


[ee DOO — HOT mr 一 KGDleeuc9， 


由 于 了 是 一 致 连续 的 (命题 6.1.5), 因此 ， 
《ao 站 (站 一 1 对 5G 一 致 。 

从 而 依 (a)，fCD) 一 了 9)，YfE Ko(G)， 由 此 易 证 在 G 中 ,si 一 
5。 民 是 到 zkG) 工 的 同 胚 。 

(2) <(G) 是 下 的 闭 子 集 。， 

显然 , a(G》 是 下 的 子 群 由 于 G 同上 是 于 alG), 因此 ， 
alG)， 依 让 的 诱导 拓扑 ， 是 局 部 紧 群 ， 依 引 理 6.3.19，a(G)》 是 
疡 的 闭 子 集 。 

(3) ulG) 一 站 

若 不 然 ,， 依 引 还 6.3.18, 将 有 fj e LI(T，j 0, supp jC 六 \ 


0 


atG)， 由 
0 — Kel)) 一 | OO AIRIdRY) 
一 | FOXC dX), vseG. 
依 引 理 6.3.11，f 一 0， 矛盾 .证 举 ， 
定理 6.3.21 设 G 是 交换 的 局 部 紧 烙 ， 则 G 是 紧 的 (或 离散 
的 ), 当 且 仅 当 , 是 高 散 的 (或 紧 的 )， 
证 “ 没 @G 是 离散 的 ,于 是 L'(G》 有 单位 元 , 因此， 它 的 谱 空 
间 是 紧 的 。 从 而 ， 辐 胚 干 L1G》 谱 空间 的 上 6 也 是 紧 的 。 再 由 定 
理 5.3.20, 侣 基 紧 的 ， 
反之 , 设 G 是 紧 的 , 则 NC(:) 一 1 € LXG)NP，。 依 定理 6.3.10， 
名 e ZKG)， 并 且 逆 转 公 式 成 立 。 由 此 ,对 于 任意 的 fc LI(G)， 
《加 " A 人 Cs) 一 Xe 基站 一 jCs). 
由 Fourier 交换 的 一 意 性 ， 和 一 上 ， 即 灰 是 LWXG)》 的 单位 
元 。 依 命题 6.2.2, G 是 离散 的 证 毕 ， 


习题 
C1) 设 feE LEG)NP， 则 放 守 0. 
(2) 《Tauberian 型 定理 ) 设 fE LICRY),， 并且 
ji) = | flOerar 0, VieR., 
又 p EL"BR)， 并 且 lm Cp， 人 门 () 一 0， 则 对 任意 的 $e LCR)， 
有 
lm (ee 。 gC = 0. 
C3) 设 天 是 6 的 坚 子 集 ,， fj € LG) 并且 XY) 0，YX EK， 
则 存在 g€ 工人 G7， 使 得 
fCX) 一 HXYT!, Wxe Kk, 


(4) 门 设 G 紧 ， 取 Haar 测度 上 满足 gCG) 一 1， 见 G (离散 ) 
上 与 一 化 的 Haar 油 度 产 , 满足 AX) 一 1， VXEG; 


mm 也 站 和 = 


ii) 没 G 离 散 , 取 Haar 测度 ,满足 kf 有 一 1，YEC， 
则 G(K 紧 3 上 时 一 化 的 Baar 测度 让, 满足 EGG 一 1; 
iii) 对 于 GG = BR, dn di = C20) Vg. 


§ 4 紧 群 的 构造 及 其 西 表示 
$4.1 好 * 代数 上 2(G) 


设 恕 是 紧 群 ,4 是 GE(C 不 变 的 ) Haar 测度 并 且 ntG)=1， 

命题 6.41 LCG) 是 H* 代数 【 克 定 义 3.7.1>。 其 中 科 法 
及 来 运算 的 定 久 形式 上 与 定 久 6.2.1 完全 一 样 ， 并 且 对 于 任意 的 
,gE LG), 有 
fl Cf gE COG, Nf *» gh < Hf gi Sel,, 

证 显然 1 硬 过] 诈 ，。 仿 引 理 6.3.9, 并 依 gCG) 一 1， 可 
MW Cf ECCG), KE Ni: eli El gl, fell 当然 
岂 易 见 hf 一 上 i。 愉 而 ，ICG)》 入 和 "化 是 Banach 米 代 
数 ,并 且 米 是 等 距 的 。 

今 若 ff,g,#E LXG)， 由 于 并 一 1 


Cf gs | BD dn) | fr)eCs Yanks) 
一 | gd) | fr Dh daute) 


一 | gs)dnts) jC ARC) duCe) 


- 


一 | gC dps) J*(sRC Yan te) 


= gt” "hh, 
久 苦 1 € L(G)， 使 得 


《FDCGD 一 FoD fem) dl) 


一 | FS fC) a pe) 


二 各 人 他 二 


时 


由 于 (f*，。f) 是 连续 的 ,从 而 ，Cf* :让 G) = 0，Ys EG, 特别 ， 
《天 。 下 Ce) 一 外 有一 0D， 即 f 一 0。 今 依 定 多 5.7.1, 可 见 LG) 
是 FH* 代数 。 证 毕 。 

系 6.4.2 代数 LXG) 是 半音 纯 的 ， 

证 ”由 命题 5.4.1 及 5.7.8 立 砚 . 

命题 8.4.3 设 G 是 紧 群 。 

C1) 代数 LXG》 是 交换 的 , 当 且 仅 当 ,G 是 交换 的 ; 

《2) LG) 有 单位 元 ， 当 且 仅 当 , G 蚌 离 散 的 ， 好 G6G 是 有 限 
群 ， 

事实 上 上 ，ILMG)CILNG),， 并 且 LAGY 站 Li(G) 中 稠 ， 再 
由 命题 6.2.2 立 见 

命题 .44 设 G 是 时 陪 ,JJ 是 ECG) 的 闭 线 性 子 空间 , 则 J 
是 LAG 的 左 ( 右 ) 理 想 ， 当 且 仅 当 ，J 对 左 ( 右 ) 迁 称 是 不 变 的 ， 
由 若 jeEJ， 则 FF (或 1) ET Yi€EG. 

三 ” 设 7 了 是 闭 堪 理想 ,由 于 {ew} 《如 命题 6.2.4) 也 是 L(G) 
的 演 近 单 位 元 ( 见 命 题 52.10 的 证 明 ), 和 再 注意 (uyCt:)， 
(一 (ovo 有 (to:) 一 了 YY，)， 因 此 ,了 对 于 左 迁 移 是 不 变 
的 . 

反之 , 设 闭 于 空间 J 对 于 左 迁 移 是 不 变 的 ， 为 证 它 是 CG) 
的 堪 理想 ,只 须 对 任意 的 1 了 及 GG 上 的 连续 隙 数 7, 证 明 


che COT | AF dr Ed, 


依 设 ,对 任何 的 te G， 作为: 的 函数 大 DeEy。 积分 可 以 为 有 
限 和 依 瑚 - 范 任 者 逼近 , 因 于 ，#。Fe 4， 证 毕 . 

命题 64.5 设 G 是 竖 群 。 

《1) 上 的 连续 函数 了 是 LXCG》 的 中 心 元 ( 即 fp 一 
f，YVe € LXG))， 当 且 仅 当 ,，f() 1(49)， WI,s EG， 

《27 如 果 J 了 是 2(G》 的 非 零 闭 双 侧 理 想 ， 则 有 GG 上 的 连续 


.i 


函数 1，f 关 0，jEJ， 使 得 了 为 LAG》 的 中 心 元 ， 


| fa da) 一 (DC 一 Kg。 PG) 


一 | go) FO-is)dnle), 
即 
| C51) — fe dau) = 0, 
vg 是 G 上 的 连续 函数 。 显然 ,这 等 价 于 f(r) 一 f(s) ,Yi,s EG 
(2) 职 0 关 gEJ;, 令 二 gareJ， 四 3l 理 6.39, hE€ 
c(G)， 再 命 
jis) 一 | hr Wd), 
由 的 一 数 连 续 性 , f 在 G 上 是 连续 的 ,。 义 jc) 一 pe) 一 上 a 和 > 
0， 鲁 此 ，f = 0， 注 意 z 
FE = | h(xstx- "djs) 


一 | Crsst) dp) 


一 | Ad flrs), 


Yi,s € GC, 依 (1)， 1 是 L(G) 的 中 心 :元 . 王 由 命题 6. 中 ,十 。 A(r ™ 
1 下 EJ，YIE GG， 因此 ，f J， 江 毕 ，。 
定理 6.46 设 G 是 紧 群 ， 则 可 唯一 表达 


LG) 一 DN) BN, 


这 时 每 个 天 是 LX《G) 的 非 零 极 小 闭 双 们 理想 ,并 且 是 有 限 维 的 ， 
同 构 于 某 有 限 阶 的 复数 矩 降 环 。 此 外 ,PR 必 是 LXAG》 的 极 小 闭 
驱 侧 理 想 . 

证 由 命题 5.7.9,6.4.4 的 (2) 及 5.7.13 立 网， 至 于 C 是 
AG) 的 双 伍 理想 ,容易 直接 验证 。 证 毕 ， 
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$4.2 紧 群 的 酉 讲 示 


引 理 6.4.7 设 G 是 紧 烙 ，{.4., 如 ") 是 G 的 强 算 子 连续 的 表 
示 (B 46 BCEE), A = 4A， Yss 1E G, 及 A4, 一 1)， 则 可 
赋予 比 ? 以 新 的 等 价 的 为 积 , 使 得 {4., 如 } 为 GG 的 本 表示 《 定 
2.16), 

证 对 任意 的 SE， 48l 是 EC 上 的 产 续 函数 。 GG 是 紧 
的 ,因此 ， supl 4 < mo. 从 而 六 一 致 有 界定 理 ， sup 14M 
co。 今 命 

(EN) 一 | AB, A du), VE ne EF, 

显然 、， 上 | 委 MM 上。 六 5 二 44 寺 MA ， 因 此 ， 
后 全 之 M5， 认 而 ;在 总 中 ,，‘,》 一 《,》， 今 内 须 验 证 4, 保 
持 《,Y》 不 变 。 这 由 Haar 油 度 疡 的 不 变性 是 显然 的 ,证 毕 ， 

依 此 引 理 , 镀 究 紧 群 的 表示 只 须 研究 它 的 本 有 表示， 

定理 和 4.8 设 G 是 紧 故 ， 央 G 的 本 表示 与 L(G》 的 非 捍 化 
求 表示 通过 下 面 方式 一 一 对 应 ; 

z(f) 一 | f Cuda, Vfe L(GO), 
并 且 LCG) 的 任何 非 退 化 米 表示 {x 如 可 唯一 扩充 为 (GY 
的 非 退 化 六 表示 ,以 及 有 
Yi GY, 

人 pwanke) 是 LKG》 的 非 肖 化 米 表示 . 又 LXG) 在 LG) 
中 称 , 因 此 限于 L(G)， 也 将 起 LMG》 的 非 退 修 米 表示 ， 

反之 , 设 {zr, 懂 是 LXG) 的 非 退 化 求 表示 ， 由 于 命题 
6.4.4, 完全 可 仿 定理 62.17 的 证 明 ， 将 有 怠 的 本 表示 { 如}， 
他 之 议 足 上 述 的 关系 式 ， 证 毕 ， 

定理 .4.9 《Petcr-Weyl 设 忆 是 紧 群 ， 则 GG 的 每 个 丁 表 示 
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可 分 解 成 不 可 约 酉 表示 族 的 直 和 ， 并 且 加 的 每 个 不 可 约 酉 凑 示 都 
是 有 限 维 的 。 


证 设 {w, 绍 } 是 @ 的 酉 表示 ,于 是 ，< 月 一 | fC) wd pls) 
(vfe LNGY) 将 是 LXCG) 在 好 中 的 非 垦 化 来 表示 ， 了 L(G) 二 
3 J/， 这 里 每 个 于 是 L(G》 的 非 零 极 小 污 双 侧 理 想 . 命 如 


是 由 {zfH 有 ETFE， Eee 张 成 的 闭 子 空间 ， 显 然 ， 痪 
Er, vi, EL, WN x 0, YHeé 由 于 二 是 
非 退 化 的 ,因此 ， 


2 一 > BY. 


从 而 必 有 有 某 个 :开关 10}. 取 9 关 去 E 2 由 于 dim J 过 %， 
因此 ，xz(KEKGD) 关 一 下 是 有 限 维 的 且 非 零 . 由 此 ，{fr， 
xCJNn8} 可 扩张 为 LXG》 的 有 限 维 米 表 示 , 自然 包含 CG) 的 
一 个 非 零 不 可 约 米 表示 ， 相 度 次 定 下 的 一 个 不 可 约 丁 表示 【《 系 
6.2.18)。 这 说 明 fa yy。8 1 包含 一 个 G 和 的 有 限 维 非 零 不 可 约 酉 表 
示 。 再 依 Zorn 辅 理 ，{#w.， 北 上 可 分 解 成 6 的 不 可 约 惠 表示 族 
的 直 和 。 

上 面 同 时 也 证 明了: 的 每 个 不 可 约 西 表示 必 是 有 限 维 的 
《实际 上 对 应 其 个 疙 的 忠实 米 表 示 )。 正 毕 ， 

块 在 我 们 来 考察 上 的 不 可 约 西 表示。 依 定 理 6.4.8, 及 和 定理 
6.4.9 的 证 明 , 这 对 应 着 CLXGY)》 的 某 个 非 零 极 小 闭 双 位 理想 》 
的 某 个 不 可 约 米 表示 ，J 辐 构 于 有 限 阶 的 复数 答 隆 代数 。 它 的 所 
有 非 零 不 可 约 米 表示 都 是 西 等 价 的 。 因 此 ， 我 们 可 如 下 地 来 考虑 
7 的 不 可 约 米 表 示 ， 

证 dimy 一 形 ，feifll 近 1,1 所 #} 如 命题 5.7.11, 四 于 ej 一 
cns ens JCLNAG)， 依 命题 6.4.1，ej;K，)》 是 G 上 的 连续 隔 数 ， 
并 且 |eit2l 所 上 ni， ViEG 及 1,j， 令 

一 4enll 扫 i 所 sn} 张 成 的 于 空间 
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是 LG) 的 # 维 于 空间 ,也 是 LXG) 的 极 小 闭 堪 理想 . 记 w= 
jzul;,， 于 是 {851 一 za/ ell si 有 对 是 纱 的 直 交 视 范 基 .上 5"(G) 
的 左 正 则 表示 (相仿 于 命题 6.2.10) 限于 所 , 将 产生 LG) 的 一 
个 不 可 约 六 表示 (从 而 在 西 等 价 意义 下 ,是 本 唯一 的 、 忠 实 的 不 可 
约 来 表示 )， 依 命题 5.2.20, 这 个 求 表示 所 对 应 的 如 的 不 可 约 丁 表 
示 ， 正 是 6G 在 ELXKG)7 中 的 左 正则 表示 对 于 双 的 限制 《 依 命题 
6.4.4。 SY 对 于 左 迁 移 是 不 变 的 ， 从 而 双 是 G 的 左 正则 表示 的 不 
变 子 空间 )， 

任意 固定 *E G, 设 工 是 6 在 L(G》 中 左 正 则 表示 对 于 
2 的 限制 .在 区 的 直 交 规范 基 {83111 委 : 所 #} 中 ,上 ;将 有 四 
阵 的 形式 : 

Ls ™ Coils)) eicn, 
助 
CE) Lbs ti) 


—o | ents i) entt) dali) 


- 


一 四 (ei: ci 多] menls), 
丰 ,j。 另 一 方面 ,由 于 工 , 是 西 阵 ， 访 ! |ciy(9)1 一 1， 因此 ， 


[一 | Dla) = oo" Deali = 
j=? 一 地 

人 从而， 一 4。 综 上 所 述 ,我 们 有 

命题 6.4.10 设 G 是 紧 群 ， 则 GG 的 任何 不 可 约 西 表示， 必 酉 
等 价 于 GG 的 左 正则 表示 的 某 个 限制 {IL., 帮 }, 这 里 区 是 由 
{enll 所 ?所 #} 生成 的 LG) 的 线性 子 空间 ,也 是 LG) 的 极 
小 闭 左 理想 ，{ey1l 守 吕 和 安 如 命题 5.7.11， 它 张 成 的 线性 子 
空间 J 《dimy 一 zi 是 LXGY 的 棚 小 闭 双 人 出 理 起, 并 且 对 任何 
的 EG, 上 ,在 绢 的 直 交 规范 基 {#aei|l 所 1 所 #} 中 有 正隆 
的 表达 式 ; 


工 ; 一 Cx esCs) Dei 


314 。 


$43 紧 群 的 特征 

定义 G4.11 设 和 是 紧 群 ,是 @ 如 的 不 可 约 西 表 承 《 即 为 命题 
6.4.10 中 的 {.， 和 到， 我 们 称 罗 ( 7 一 tr ) 为 o 的 特征 ， 
Xo(，)7dimc 为 归 一 化 的 特征 ， 这 里 dime 是 表示 5 的 空间 的 
维 数 ， 

时 命题 6.4.1f 的 符号 ,证 djimo 一共， 册 [ 


XA nt en nn pO) = ps),: 


这 里 pls) 一 之 ， et) = p*As), 由 于 GG 的 模 晃 数 ==1， 


Cis 1$) 本 CP * ej) 1) 


™ | a cul Ys lr)drte) 


一 | a cul) dr). 


四 此 ， xx ) 是 G 上 多 连续 正定 前 数 ， 并 且 ，Xu(e) 中 wx 《注意 
xke) 是 # 维 线性 空间 中 的 恒 等 算 子 )， 间 时 ， 
KA me trate)ote do)) 
w= Fro) 吓人 VE CC 

依 命 是 6.45，Xo(。，)》 也 是 EGG) 的 中 心 匹 。 

命题 6.4.12 设 6G 是 紧 群 ,0o,o 是 G 的 两 个 本 表示 , 则 

CXR 一 人 im， 

这 里 z=q 指 9 与 o 两 等 价 。 

证 ” 依 命 题 6.4.19, 可 以 认为 9, of 都 是 G 的 堪 正 贴 表 示 的 
了 于 表示 。 如果 gg 关 oo， 则 p*p 呈 0，《p,PY》 一 0， 因 此 ， 

CR Ney = Na+ Kot 0. 

如 果 g 与 w 本 等 价 , 则 


Qe) = Bledli— 1, 


本 和 开本 


局 时 
Xo Xs i Fo kfs, 
fl 
这 里 亚 一 出 mo。 证 毕 。 
系 6.4.13 {多 ja} 组 成 KG》 中 心 的 直 交 规范 基 。 
这 由 L(G) 一 + BJ 及 前 种 命题 立 见 ， 
命题 6.4.14 设 出 是 紧 群 G 上 的 复 信 连 续 函 数 ， 则 由 是 @ 的 
号 一 化 特征 , 当 且 仅 当 ， 中 过 0， 并 且 对 任意 的 sfE G， 有 
| BCDdpl) 一 J G0). 
证 设 币 一 sX， 这 里 是 @ 的 * 维 的 不 可 约 丁 表示。 对 
任意 的 ，e G， 记 3 一 | c(zsz da 人 2)， 则 对 5e G， 


GS 一 oli "i CRY dx) 


= {ower dns) ~ sole), 
但 x(，) 是 不 可 约 的 ,办 此 ,8 是 重 等 算 子 的 倍数 ， 另 一 方面 ， 
‘rs ~ | ike er dnl) 一 (9 
因此 ， 
[aCe ddr) = GD — $68). 
从 而 ， 
E20 2 A 
= trolese Dane) 一 二 (sGDoCD) 


一 SNL), Ys,té G. 
今 设 充分 性 条 件 满足 。， 依 定理 6.2.12, 有 CG》 的 拓扑 不 
可 约 表 示 [xr; 膏 }， 使 得 xt8)》 己 0。 x 相应 决定 避 的 不 可 约 否 
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表示 o, 于 是 ， 


bat) 一 | pp tr arn) 


| 

-| prsr tdmwtx Iattydnatr) 
— || oC) adr) 中 
-| 


hr) (| las deel) ) sed 
— XK?) {sadal) 一 一 A Cp), 


wp) 天 0， 基 此 ，B() 一 Xats)fdim 5， 这 里 G(s) 一 04s 也 
是 避 的 不 可 绅 西 表示 ，YsE€ C， 证 毕 ， 


$ 4.4 交换 的 紧 群 
设 扎 是 交换 的 坚 群 , 关 是 如 上 Hasr 测度 ， 并 且 AKCG) = 1. 
由 于 LG) 一 > Di, 每 个 J 同 构 于 有 限 阶 的 第 阵 环 ， XX 


LXG) 是 交换 的 ,因此 dim J 一 1, YI， 依 命题 6.4.10, 我 们 有 
命题 6.4.15 交换 紧 群 的 不 可 约 西 表示 都 是 一 维 的 。 
由 此 , 依 命 题 6.4.14，G 的 对 侦 群 6 正 是 G 上 内 一 化 特征 《 定 
六 6.4.112 的 爹 体 . 
命题 6.4.16 设 G 是 交换 的 竖 群 、& 是 G 上 的 Haar 测度 ， 
并 且 pCG) 一 1， 则 离散 群 拉 上 相应 的 Haar 测度 《即使 得 定理 
6.3.10 成 立 者 ) 尼 满足: ECX 一 1，VYXEG， 
证 设 让 4 和 门 一 《党 正常 数 ), 令 
cr 
1 一 lo, 如 区 和 加， 
这 里 为 是 @ 的 单位 元 ,于 是 了 是 LiCG) 的 单位 元 ， 从 而 对 任意 
的 g€ Li(6)，, 
fC) 一 《Fe = HEC), ViEG. 
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因此 ， 灰 站 一 1，Vwrte 人 当然 FE LXG)， 卡 命题 6.3.16， 遂 转 
公式 成 立 , 即 


F000 ~ {fC da) ~ | xDdeC9。 
特别 ， 
et O00) 一 | CDdeG) 一 MG) ~ 1, 


因此 ，c 一 1。 证 毕 。 
定理 6.4.17 设 G 是 交换 的 紧 群 ， 则 GG. 上 特征 的 爹 体 构 成 
LAGC) 的 直 交 规范 基 。 护 童 之 ， 


PCG) ~ 3 OCx, 
并 且 每 个 Cx 都 是 LiCG》 的 极 小 理想 、 
证 设 了 如 命题 和 4.16、 是 L(G) 的 单位 元 ， 依 命题 6.4.15 
的 证 明 ， . 
Kt) 一 | RVs) ds) 
i, 如 炎 1 和 4 
A ~ { 刻 入 和 夫 和 ， 
YX ,EG， 因 此,，{X|XE G} 在 ECG) 中 是 直 交 规范 的 ， 
如 果 gE LXG), 则 gELKCO)NLXG)， 从 而 ,名 g 一 上， 
并 县 jg 一 上 入 gj,， 即 . 
lalB ~ (180 la0%) ~ D180 
并 . 
BCX) 一 | a IREI Ins) ~ gs), 
医 此 ，{X|X&€ el 组 成 LXG) 的 直 交 规范 基 。 此 外 ,容易 证 明 每 
个 CC 是 LXG) 的 理想 ,证 毕 ， 


习题 
《1) 设 G 是 紧 群 ,9 是 G 上 连续 正定 函数 , 则 有 由 LG)， 使 得 
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pm 

(2) 设 G 是 紧 群 ，{L.， 绕 } 及 JJ 如 命题 人 410， 若 天 是 LG) 

在 双 中 的 不 可 约 六 表示 ,了 是 LXG》 到 J 上 的 直 交 投影 , 则 
PH = ntraCf 1) ve LAG), 


(3) 设 G 是 紧 群 ，f 是 LXCG)》 的 中 心 无 , 即 f 一 习 1X, 且 
2 lj<co， 则 了 是 连续 正定 的 ; 当 且 仅 当 ，j 之 0,Ye， 并 且 


2, dimo 二 co, 这 里 9 是 吾 的 不 可 约 丁 表示 的 西 等 价 类 ,是 
# 的 特征 ， 
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